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Шановний Ісаак Аркадійович!

...Судячи з Ваших публікацій («Квант»,
«Математика в школе» ), у нас з Вами одна

і та ж геометрична ідеологія, яку, не без

допомоги видатних математиків, було
витіснено зі школи і яка, як на мене, не без

тріумфа повертається. Хочеться вірити,

що в цьому є і частка вашої з Вами

«провини».. Я міг би довго і хотів би

красномовнорозповідати пророль Геометрії,
у вихованні й освіті Людини, але тут це

недоречно, оскільки Ви й так однодумець...
Бажаю лише успіхів.
З повагою І. Шаригін





ПЕРЕДМОВА

Чому в шкільної геометрії має бути тріумф? Тому що
доля її досі не схожа на долі інших дисциплін, що

вивчаються в школі. Досі явно чи неявно геометрія «у

вигнанні». Досі дискримінується один із основних

математичних предметів. Якщо до шкільної алгебри
залучалися найрізноматніші відомості аж до елементів

вищої математики, то з програми з геометрії було
вилучено навіть формулу Герона. А пряма Ейлера,
формула Ейлера, теорема Птолемея � дуже часто

цілковита новина навіть для вчителя. Тоді як у алгебру
вводиться багата на задачі тема «Параметри», з геометрії
вилучаються творчі задачі. А використання формул, які

не входять до шкільних підручників, зведено до нуля.

Отже, сотні тисяч учнів позбавлені не лише

естетичного задоволення (на що така багата геометрія),
а й не отримують «інтелектуальної сировини» для

розвитку і вдосконалення... мозку. А геометрія, як ніяка

інша наука, сприяє такому розвитку. Найперше, вона

навчає чітко і послідовно міркувати, цривчає мислити

впорядковано і логічно.

Життя засвідчило, що без Геометрії з великої літери
немає Високої, тобто якісної і цікавої шкільної
математики. Як би не намагалися люди, далекі від
школи, посунути цей предмет, геометрія вертається
молодою і ще прекраснішою. За це боролися вчені-

педагоги, вчителі й учні.
Пропонована книга названа «Тріумф шкільної

геометрії ». Тріумф� це торжество, видатна перемога над

кимось або над чимось. У цій книзі� тріумф нових фактів,
думок і узагальнень.
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Для тих, хто вступає до вищих навчальних закладів,
книга � прекрасна школа підготовки з геометрії,
тригонометрії й алгебри. Учасники математичних

олімпіад знайдуть у ній оригінальні задачі й нові методи

розв�язання. Вчителі � матеріал для підготовки до

уроків і для позакласної роботи. Батькам учнів 7-11
класів також буде цікаво ознайомитися з педагогічно

вивіреним матеріалом цієї книги.
Більшість глав обговорювалися на авторському

семінарі в Київському міському педагогічному
університеті ім. Б. Д. Грінченка, учасникам якого

висловлюю щиру подяку.

Автор



ЧАСТИНА I

ПЛАНІМЕТРІЯ

Глава 1

НАЗУСТРІЧ ЛЮБОВІ

� Люблю геометрію!
� Не люблю геометрію!

Слова, слова, слова... Зараз ви прочитаєте геометричний етюд,

який ніколи і ніде вам не зустрічався. І тоді можна буде
продовжити дискусію про любов до геометрії, хоча, сподіваюся,
у цьому вже не буде необхідності.

Якось старшокласникам запропонували задачу:

Через спільну точку S двох кіл, що перетинаються, провести

пряму так, щоб вони «висікали» відрізок ΜΝ заданої
довжини (рис. 1.1).

Достатньо швидко справилися із задачею учні, які міркували
так (рис. 1.2).
� Нехай ΜΝ � відрізок заданої довжини. Оскільки кола теж

задані, то задана хорда AS (А � друга точка перетину кіл),
а відповідно, задані кути

ASNA = � (jSlA і ASMA = -uStA.
2 2

Так, трикутник MNA� базисний, тобто такий, який можна

побудувати за стороною MN (вона задана в умові) й двома

прилеглими кутами SNA і SMA ·
.

Віддавши належне їхньому правильному розв�язанню,
я запропонував інше.

Рис. 1.1



�Нехай Οχ і О2 � центри кіл γχ і γ2 (рис. 1.3).
Проаналізуємо побудову. Нехай Е і D -

середини хорд MS

і SN. Проведемо РО2 || MN. Нескладно довести, що

Р02 = �MN.2
2

Дійсно,

РО2 = ES + SD = � MS + �SN =-(MS + SN) = -MN.
2 2 2 2

Трикутник РОгО2
� базисний, оскільки його можна побуду¬

вати за гіпотенузою ОХО2 і катетом РО2 = �MN. Тепер через
2

точку S проведемо пряму, паралельну РО2. Вона перетинатиме

колаγχ іγ2 в шуканих.точках MiN ·

Марно було шукати захват на обличчях учнів, швидше

іронічні посмішки: «Наш спосіб кращий!»
«В бой идут одни старики», � подумав я і запропонував ще

одну задачу.

І У заданій конфігурації двох кіл, що перетинаються, провести

пряму через точку S так, щоб відрізок MN був найбільшим.

«Опонентам» довелося скористатися конфігурацією (рис. 1.3).

Очевидно, що це буде, коли ΜΝ || ΟχΟ2 (катет РО2 «збігається» з

гіпотенузою ОгО2 в прямокутному трикутнику РО1О2)1.
Посилюю «атаку» (рис. 1.4):

І
У заданій конфігурації двох кіл, що перетинаються, провести

пряму через точку S так, щоб MS = SN.

Знову допомагає побудована конфігурація. Поділимо
відрізок ОХО2 навпіл і отримаємо точку К, з�єднаємо точки К і S,

проведемо MN перпендикулярно до KS. Тоді MS = SN.

1 Розгляньте другий випадок,
кола.

О1О2 менше за радіус більшого
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Задачу можна узагальнити:

провести пряму через точку S так,

щобMS : SN = т:тг.

� Розв�язання очевидне: на

відрізку ОгО2 побудувати точку F, щоб

OrF : FO2 = τη : п. Далі за аналогією

до попереднього ·.

І раптом � вверх здіймається

рука: «А можна інакше?

Красивіше!».

Сміливо. Подивимося!
� Побудуємо коло γ2', симетричне

до кола γ2 відносно точки S, яке перетне коло γχ в точці М

(рис. 1.5). Через точкиМ і S проведемо пряму, яка перетне коло

γ2 в точці Ν:

Тоді MS = SAT! ·
� Прекрасно! � погодився я. Клас радісно гудів: а якщо

застосувати гомотетію з центром в точці S і коефіцієнтом k =
�,

п,

то отримаємо MS : SN = т : п. Ура!
� Ще не «Ура!». Останній залп:

І
У даний трикутник ABC вписати даний трикутник PMNVA

(рис. 1.6)
...І тиша...
Спантеличене запитання: «А до чого тут кола γχ і γ2???».

Поспішаю на допомогу (рис. 1.7).
�Аналіз свідчить, що поскільки задано відрізок ΜΝ і кут А,

то можна побудувати на ΜΝ сегмент, який містить даний кут

ВАС, і доповнити його до колауг Аналогічно можна побудувати
коло γ2 і... використати конфігурацію основної задачі! ·

Аплодисменти.
Як можна не любити геометрію?
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Глава 2

БЛИСКАВКИ УРІВНОБЕДРЕНОМУТРИКУТНИКУ

(СЕМИКЛАСНИКАМ ТАЇХНІМ БАТЬКАМ

ПРИСВЯЧУЄТЬСЯ)

1. До історії питання: бідолашні семикласники...

Сьогодні всі пишуть,
і ніхто не читає

Із «Литературной газеты»

Прийшли нарешті такі довгоочікувані часи: можна писати

й публікувати... за свій кошт, що захочеш... у короткі терміни...
будь-яким накладом... навіть найменшим. І продавати. Своїм

підлеглим. А якщо в школі � то дітям.
Саме так в одній з київських шкіл була видана брошура

з задачами, які діти та їхні батьки мали розв�язувати... для

успішного написання контрольної з математики. І там була одна
«божевільна» задача:

І «У трикутникуABC AB = ВС, /.В = 20°. На стороніАВ взяли

таку точку М, що ВМ =АС. Найти ZMCA».

Розв�язати її можна. Автору задачі... (Цитую за виданням:

Лоповок Л. М. Збірник вправ з геометрії для 6-8 класів. - К.:

Рад. шк., 1977).
«Вказівка. Якщо взяти точку Е на [АВ] і точку К на,[ВС]

так, щоб [АС| = |С£| = \ЕК\ = |ίΓΜ|, то в результаті підрахунку
кутів виявиться, що |ΜΑΊ = |ΑΌ|».
Як боротьба з «організованою злочинністю» і народилася ця

глава.

2. Як народжуються блискавки

Найпростіша блискавка � це три рівних відрізки, що мають
спільні точки (рис. 2.1).

(Згадайте, будь-яка блискавка � природне явище
� зазвичай

зображається як зигзаг.)
Такі рівні відрізки назвемо

ланками блискавки. У блискавки на

рис. 2.1. три ланки: АЕ, ЕК, KD,
які задовольняють рівність

АЕ = ЕК = KD.

Ланок може бути більше.
Кожний із випадків називатимемо

по-своєму: «Ζ-блискавка» (три

ланки), чотири ланки � Σ («сігма»),
п�ять ланок � «гірська дорога �
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серпантин». Розміщені блискавки всередині рівнобедреного
трикутника, але з обов�язковою умовою: перша і остання ланка

на боковій стороні й основі відповідно (рис. 2.2). Кінець і
початок зигзага збігається з вершиною трикутника і вершиною
основи.

Основне спостереження: варто блискавці «влаштуватися»
в рівнобедреному трикутнику, він залежно від кількості ланок

іг починає змінювати свої властивості, хоча деякі з нйх постійні.

Наприклад, кут при вершині рівнобедреного трикутника ABC

(АВ = АС) залежить від кількості ланок л:

ZBAC =
1,80°
2л -1

Перейдемо до розгляду різних конфігурацій блискавки.

Ζ-блискавка (три ланки)

Розглянемо блискавку з трьома ланками, яку назвемо

«Ζ-конфігурація» (рис. 2.2).

І Задача 1. Якщо три ланки Ζ-блискавки рівні, то ZA

трикутника ABC (АВ = АС) дорівнює 36°.

�Доведення. Нехай АЕ = ЕС = ВС = a, ЛВАС = а. Із

трикутника АЕС (АЕ = ЕС), ЛАСЕ = а, ЛВЕС = 2а (зовнішній

кут). Оскільки ЛЕВС = ЛСЕВ (кЕВС), то ЛЕВС = 2а, a

ЛЕСВ = 2а - ЛАСЕ = а. Із трикутника ЕВС 2а + 2а + а = 180°,
а = 36°. Твердження доведено. ·

І Задача 2. Довести, що в Ζ-блискавці ланкаEC � бісектриса.
� Так і є, оскільки ЛАСЕ = ЛЕСВ (див. попередню задачу)· .

Задача 3. У рівнобедреному трикутнику ABC (АВ = ВС)
бісектриса СЕ дорівнює одній з ланок Ζ-блискавки АЕСВ.

Довести, що вона дорівнює і другій ланці.

�Доведення. 1) Нехай СЕ = АЕ

(рис. 2.2). Доведемо, що СЕ = ВС.

Дійсно, оскільки ЛСАЕ = ЛАСЕ =

а, то

ЛВЕС = 2а = ZABC, значить, СЕ = ВС.

2) Нехай СВ = ВС. Доведемо, що
СЕ =АЕ. Доведення аналогічне. ·

І
Задача 4. У Ζ-блискавці ланки АБ

і ВС рівні. Довести, що бісектриса СЕ
дорівнює кожній з них.

�Доведення. На цій задачі можна

«спіткнутися». Проведемо DE || ВС
(рис. 2.3).
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А

Рис. 2.3

Тоді DC = ЕВ = DE (оскільки

трикутник CDE � рівнобедрений).
Оскільки EB = DE, ВС=АЕ,

і АСВЕ = AADE, то трикутники ADE

і СВЕ � рівні, й EC = АЕ, що і потрібно
було довести. ·

Задача 5. (див. Квант. � 2002. �

№ 1). Умову запишемо відповідно
до принято!�термінології.
У рівнобедреному трикутнику ABC

(АВ =АС) в блискавціАЕСВ АЕ = ВС,
а ланка EC � бісектриса кута АСВ.

Знайти кути трикутникаАВС.
� За попередньою задачею СЕ

= АЕ = ВС, а значить, АА = 36°. ·

І
Задача 6. Довести, що трикутникABC рівнобедрений, якщо
ланки двох Ζ-блискавок, побудованих з вершиниА, рівні.

� Доведення. Нехай АЕ = EC = СВ = АЕг= ErB (рис. 2.4).
Позначимо АЕАЕ^ а. Тоді ZAB£1= АА = а. Далі
АВЕС = АВЕ±С = 2а = АЕВС = АЕ^СВ (можна розглянути

рівність трикутників АВЕг і АСЕ). *

І
Задача 7. Знайти рівнобедрений трикутник, у якому можна

побудувати нескінченну кількість Ζ-конфігурацій.
� Цим трикутником буде рівнобедрений трикутник з кутом

36° при вершині (рис. 2.5). Алгоритм побудови простий:
будуємо першу блискавку, для цього проведемо бісектрису кута 72°.

Отримаємо трикутник ЕСВ, кути якого 36°, 72°, 72°. У ньому

знову поділимо кут 72° навпіл бісектрисою EEV СЕ^ЕВ
� Z -

конфігурація. Процес повторюється до нескінченості. ·

Σ-блискавка (чотири ланки)
Розглянемо рівнобедрений трикутник ABC (АВ = АС) із

блискавкоюАБ = ED = DC = ВС = а (рис. 2.6).

12



І Задача 8. Знайти кути рівнобедреного трикутникаАВС (АВ =

АС) з Σ-блискавкою: АВ = ED = DC = ВС.

� Нехай ZA = х(рис. 2.6). ОскількиAE=ED, то ZEAD�ZADE = х.,

a ACED = 2х. Оскільки ED = CD, то AECD = 2х, a ACDB =3х

(ДСІМ)та Зх = 90°-�, х = �.·
2 7

І Задача 9. Знайти, в якій пропорції ланка DCділить кутАСВ.

�
Очевидно, що 2 : 1 (2а и а). ·

Задача 10. Якщо в Σ-блискавці рівнобедреного трикутника

1 80°
ABC (АВ =АСі ZA = )АЕ = ED = DC, то DC = СВ. Довести.

�Доведення. Оскільки Z.CDB = Зх і ZABC = ZACB = Зх, то

ВС = DC, а значить, твердження задачі доведено.
·

я

Задача 11. Якщо в трикутнику ABC АС = АВ, ZA = � і

ВС = CD = DE, то АЕ = ED.

�Доведення. НехайACBD = Зх(рис. 2.7),тодіACDBтакож
дорівнює Зх, a ABCD = х. Маємо

AECD = АЕСВ - ADCB = Зх -

х = 2х.

Оскільки &EDC � рівнобедрений, то ACED = 2х. За умовою

AEAD = ^ = x. Тоді

ZADE = ACED - ZEAD = 2х -

х,

значить, трикутникAED � рівнобедрений, АЕ = ED. ·

CJ^x

Рис. 2.6
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Задача 12 (!). Якщо в Σ-блискавці рівнобедреного трикутни-
1 яп°

ка АВС (АВ = АС, ΖΑ = ^-) АЕ = DC = СВ, то АЕ = ED.

Довести самостійно.

Задача 13 (!). Якщо в Σ-блискавці рівнобедреного трикут-

1 яп°
ника (АВ = AC, ZA =~- ) АЕ = ED = ВС =

а, то DC = а.

Довести.
�Доведення. Проведемо ланкуKD, що дорівнює а (рис. 2.8)

і КР, паралельну до основи (КР || ВС). Тоді за задачею 10

АЕ = ED = KD = КР. Але тоді КР = ВС. Значить, точки К і С

збігаються. Твердження задачі доведено. ·

І
Задача 14. Довести, що трикутникABC рівнобедрений, якщо
ланки Σ-блискавки, проведені з вершини А, рівні.
�Доведення. Нехай ZBAC = а (рис. 2.9). Із рівнобедрених

трикутників AED і AE1D1 маємо KADE = /.AD1E1 = а. Як

зовнішні кути трикутників ADE і ΑΠ1Έ?1 /.CED і /.BE1D1
дорівнюють 2а.

Оскільки трикутники CDE і BD1E1 � рівнобедрені, то

/ECD = 2а і Z.E1BD1 = 2а.

Із трикутникаAD^B кут CDtB дорівнює За. Аналогічно Z.CDB

дорівнює За. Оскільки DtB = СВ, то /.DfiB = /.BD^ =

= За =/.CDB =ZDBC, а значить, AB = AC. ·

Блискавка-серпантин (п�ять ланок)

Розглянемо рівнобедрений трикутник ABC (АВ = АС) із

блискавкою-серпантиномАЕ = ED = DK = КВ = ВС.

14



І Задача 14. Знайти кути рівнобедреного трикутника ABC

(АВ =АС) із серпантином (АЕ = ED = DK = КВ= = ВС).
�Нехай AEAD = х (рис. 2.10). Аналогічно до попередньої

задачі маємо: AKED = 2х; AKDB = ADBK = Зх (трикутники AKD

і KDB). Із ΔΑΚΒ кут СКВ дорівнює 4х. Оскільки АСКВ =

= /КСВ = 4%, то /КВС дорівнює х і з трикутника ВКС:

4х + 4х + х = 180°, х = 20°. ·

І Задача 15. У рівнобедреному трикутнику ZA = 20°. Якщо
ВС 7 ВК = KD = ED =

а, тоАЕ = а. Довести.
�Доведення. Безпосередньо можна визначити /АВС =

= /АСВ = 80°, /КВС = 20°, /KBD = 80° - 20° = 60°. Із

трикутника AKD /AKD = 60° - 20° = 40°. У рівнобедреному
трикутнику KDE кут DEK дорівнює куту EKD = 40°, значить,

/ADE � 20° (із ΔΑΕΕ), відповідно, АЕ = ED = а. ·

Задача 16. Довести, що дві ланки серпантину утворюють зі

стороною трикутника ABC (АВ = АС, /А = 20°) рівносто-
ронній трикутник.

�Дійсно, це трикутник BKD.
·

І
Задача 17 (І). У рівнобедреному трикутнику ABC (АВ = АС)
ZA = 20°. Від вершиниА відкладемо відрізокАБ, рівний ВС.
Знайти /ЕВС.

� Побудуємо блискавку-серпантин АБ = ED = DK = КВ = ВС

(рис. 2.11). Оскільки трикутник KDB рівносторонній, то

ED = DB і /EDB =180° - 20° = 160°, значить,

/DBE = (180° - 160°): 2 = 10° і /ЕВС = 80° - 10° = 70°. ·

Задача 18 (автор І. В. Федак). На бічних сторонах АВ і ВС

рівнобедреного трикутникаABC, в якому ZB = 20°, вибрали
відповідно точки D і Е так, що AD = BE = АС. Знайдіть

величину кута BDE.
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� Перший спосіб. Побудуємо на відрізку ВС точку К таку,

що /КАС = 20°. За умовою маємо /АСК = 80°, тоді
/АКС = 180° - /КАС - /АСК = 80°.

Значить, /АКС = /АСК. Звідси маємо, що ЛАКС �

рівнобедрений, тобтоАК =АС. За умовою AD =АС, томуАО =АК.1
Із цієї рівності й рівності

/DAK = /DAC - /КАС = 60°

виходить, що трикутник ADK рівносторонній. Тому DK = BE

і /BDK = 180° - /ADK = 120°. На відрізку ВІТ побудуємо точку

В1 таку, що /BDEy = 20°. Тоді ABDE1 � рівнобедрений і DE1 =

BE,. Покажемо, що AKDE^^ також рівнобедрений. Дійсно,
/DEJC

= /DBE1 + /BDE1 = 40° і /DKE1 = 180° - /АКС -

- /AKD = 40°. Тому DEX = DK. Значить, ВЕг = DEt = DK = BE.

Звідси виходить, що точки Е і Ег збігаються. Тому /BDE =

= /BDE1 = 20°.

Відповідь: /BDE1 = 20°.

Другий спосіб. Побудуємо DF || ВС (F є АС) (рис. 2.13).
У трикутнику ADF: /А = 80°, /ADF = /В = 20°, відповідно,
/DFA = 80° = /А, значить, AD

= DF = BE і BDFE �

паралелограм. Позначимо АС
= AD � DF = BE = х; BD = FE =

у;
АВ = х + у; АС

� х.

У 6ABC
АС

2AJB

х

2(х + у)
sin 10°;

1

2 sin 10°�

х + У

х

у
_

1 -2sinl0°

х

~

2sinl0°

У &DBE позначимо /BDE як φ. За теоремою синусів:

(1)

1 Математика в школі. � 2004. � № 4.
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X X

sincp

У .

sin(180° - 20° - φ)
�

sin φ sin(20° + φ)

у
_

sin(20° + φ)
x sin φ

Підставимо останній вираз в (1):

l-2sinl0°

2 sin 10°

sin 20° cos φ + cos 20° sin φ

sin φ ♦
'

cos 20° + ctg φ sin 20°.

ctg (p =
1 - 2 sin 10° - 2 sin 10° cos 20° 1 - 2sinl0°(l + cos 20°)

2 sin 10° sin 20° 2 sin 10° sin 20°

1 - 4 sin 10° cos210° 1 - 2 sin 20° cos 10° sin(10° + 20°) -sin 20° cos 10°

2 sin 10° sin 20° 2sinl0°sin20o

sin 10° cos 20° + cos 10° sin 20° - sin 20° cos 10°

sin 10° sin 20°

Значить, φ = 20°.·

sin 10° sin 20°

cos 20° sin 10°

sin 10° sin 20°
= ctg 20°.

У

Глава 3

МАТЕМАТИК � ЦЕ ТОЙ...

«Математик � це тоц, хто вміє знаходити аналогії серед
тверджень; кращий математик � той, хто встановлює

аналогії доведень; сильніший математик � той, хто помічає

аналогії теорій; але можна уявити собі й таку людину, що серед
аналогій бачить аналогії».

Стефан Банах

Про аналогії написано чимало статей і навіть книг. Її
ефективність як форми умовиводу дивовижна. Кожного разу, коли

трапляється можливість, � не проходьте повз неї. Зупиніться,
оберніться. Аналогія віддячить вам не просто розв�язанням,
а часто � найкращим розв�язанням.
У книзі І. Ф. Шаригіна «Геометрия. Задачник 9-11 кл.» (М.:

Дрофа, 1997) мені трапилася задача (№ 194):
У вписаному чотирикутнику ABCD, в якому АВ

= ВС, К �

точка перетину діагоналей. Знайти АВ, якщо ВК = Ь,
KD = d.

Автор задачі пропонував таке рішення (перепишемо умову

задачі відповідно до майбутнього розв�язання):
В коло вписано трикутникABC. W1 � точка перетину

бісектриси Іа кута ВАС з описаним колом, Lx � точка перетину цієї
бісектриси зі стороною ВС. Знайти відрізок W�1C, якщо дано

ALr = Іа і W1L1 = t.

� Нехай � середина сторони ВС (рис. 3.1). Маємо:
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CW\2 = CMf + M^W.2, M^2 = w^2 - MXL2.
Значить,

CW 2 = CM2 + W\L2 - M^L2 = W.L2 + CM
2 - M^L2 =

= t2 + (CMі
-

M.L1)(CM1 + M^j) = t2 + (MtB
-

MjLJ
·

CLr =

= t2 + BL' · CLX = t2 + tla = t(t + la).
Ніде правди діти, ця формула наштовхнула на аналогію.

Дійсно, вираз CW12= t(t + Іа) можна записати так:

CW^AW^-W^ (1)
А значить, його можна порівняти з формулою прямокутного

трикутника (рис. 3.2):

<ЄЯ31АВ), (2)
(Катет є середнім геометричним між гіпотенузою і проекцією
цього катета на гіпотенузу). Формули (1) і (2) � аналогічні! ·

Ефектно? Не лише! Ефективно! Застосовуючи аналогію,

згадаємо, як доводиться формула (2):

ААСЯ ~ААВС; �=^з.; АС2 = АВ · АЯ�.
3

АВ АС
3

Проведемо доведення формули (1), аналогічне до доведення

формули (2).
� Оскільки /.L1CW1 = AW^AB = ZWXAC, то

CW1 W&

AW1
�

CW1
�

Значить,

CW^AW^W^
що й потрібно було довести. ·

Зауваження. Згадуючи теорему «трилисника» (TW1 = BW1 =

= CWt) варто мати на увазі, що існує формула для «листа»

трилисника, та й для відрізка L^W^.

CW^^AWeLxWv (1)
І Задача 1. Дано відрізкиAWv IWV знайти бісектрису Іа.
� За формулою (1):

Значить,

CW?
AWi

IW?
AWr

�

Ζβ=Α^-
IW,

AW AW
(aw^-iw?).

Задача 2. Побудувати трикутник за AT, IW19 ha (ha � висота

трикутникаABC, опущена на сторону ВС).
Вказівка. Застосувати формулу (1) і теорему «трилисника».
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Задача 3. В колі проведено хорду ВС. Інше коло дотикається
до хорди ВС і першого кола в точціА. Із середини Wдуги ВС,
яка не містить точки А, проведена дотична WK до другого

кола. Доведіть, що WK = WB.

�Доведення. Доведемо таку лему.
Нехай L � точка дотику меншого кола і хорди ВС (рис. 3.3).

Доведемо, що точкиA, L, W належать одній прямій (або, що те

ж саме, AL � бісектриса кута ВАС). Дійсно, проведемо дотичну
AT в- точці А. Тоді

ZTAB = ZACB, ZTAB = ZTLA.

Оскільки Z.LAT = /.ВАТ + ZBAL, то

ZBAB = ZCAL. Лема доведена.

Значить, за формулою (1):

BW2=AW-LW,

але WK2 =AW · LW як квадрат

дотичної, тобто WK = WB. ·

а

Рис. 3.3

Глава 4

«ЗОЛОТА СЕРЕДИНА» � В ГЕОМЕТРІЇ

Людство з давніх-давен вживає термін «золота середина».

Гадаємо, що епітета «золота» заслуговує середина відрізка,
середина дуги кола (серединний перпендикуляр, середня лінія,

середина діагоналі паралелограма тощо).
У цій главі ми зупинимося на властивості середини відрізка

і дуги. Покажемо, як ця чудова точка є допоміжною. Що ми

маємо на увазі під терміном «допоміжнаточка» ? Точку, про яку
в умові задачі нічого не сказано, але яка використовується для
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розв�язання, назвемо «допоміжною». Її введення є додатковою

побудовою, а вивчення таких точок робить хід розв�язання більш

обдуманим.

І
Задача 1. Довести, що сума квадратів відрізків двох взаємо-

перпендикулярних хорд, які перетинаються в крузі,
величина постійна для цього круга.
�
Д оведення. НехайАВ і CD � дві перпендикулярні хорди,

Е � точка їх перетину, О � центр круга. НехайFiH � середини

цих хорд (рис. 4.1). З�єднаємо FiH з центром круга. Очевидно,
що OF ±АВ і ОН ± CD. Позначимо EF = х; ЕН =

у. Отримаємо:

АЕ2 + BE2 + СЕ2 + DE2 = (AF - х)2 + (AF + %)2+ (СЯ - у)2 +

+ (СЯ + у)2 = 2AF2 + 2СН2 + 2х2 + 2у2 = 2{AF2 + у2) +

+ 2(СЯ2 + х2)= 2R2 + 2R2 = 4В2. ·

Задача 2. Одна з діагоналей вписаного в коло чотирикутника
є діаметром цього кола. Довести, що проекції протилежних
сторін чотирикутника на другу діагональ рівні між собою.

�Доведення. Нехай діагональАС (рис. 4.2) чотирикутника
ABCD буде діаметром кола.

Позначимо Р і L � проекції точок А і С на діагональ BD. Із

середини О відрізка АС проведемо пряму, паралельну відрізку
LC. Ця пряма перетинає відрізок AL в точці К � його середині

(теорема Фалеса). А оскільки КО || АР, то відрізок КО перетне

сторонуLP трикутникаALP в точці В, яка є серединою LP. Отже,

LE = ЕР і DL = ВР, що і потрібно було довести.
·

І
Задача 3. Вирахувати кути рівнобедреного трикутника,
висота якого вдвічі менша за бісектрису кута при основі.

�Нехай в трикутнику ABC (рис. 4.3) АВ = АС, АВ � висота,

CL � бісектриса. Нехай Е � середина відрізка LB. Тоді
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DE = �CL = AD.
2

Отже, /DAE = /AED. Позначимо /АСВ s= x. Відповідно,

1 Ч Ύ*

/EDB = - χ; /ЕВС
= χ; /AED = �; /ВАС = Зх.

2 2

Отримаємо рівняння: х + х 4- Зх =? 180°;. х 36°. ·

Задача 4. У нерівнобедреному трикутникуАВС маємо М �

точка перетину медіан, І � інцентр. Довести, що якщо

відрізок МІ перпендикулярний до сторони ВС, то

Ь + с

�Доведення. Опишемо навколо треикутника АВС коло

і позначимо Wr � середину дуги ВС (рис. 4.4). Трикутники

ABW^ iALjC подібні (L^ � перетин прямих АІ і ВС):

BWT
=
CLi

AWX
"

AC
*

Але BW1 = IW («трилисник»), тому

(1)
AWX Ь

Оскільки MI IIМ1ТГ1 (Μχ � середина відрізка ВС), то

ЛУХ _МХМ _1
AWx

�

АМХ
-

З

і, враховуючи співвідношення (1), отримуємо 01^=� . Ана-
3

логічно доводиться, що ВІ1=-|. Значить,
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I
Задача 5 (!). Довести, що площу S чотирикутника можна

виразити через його сторони а, Ь, с, d і діагоналі е і f за

формулою 16S2 = 4е2/2 - (а2 - b2 + с2 - d2)2.
�Доведення. Нехай BV.CV � середини сторін ВС, CD,

AD чотирикутникаABCD (рис. 4.5). Тоді за формулою медіани
маємо:

Звідки

4-B1D12 = a2-b2 + c2-d2 + e2 + f2. (1)
Позначимо ZB1C1Z>1 = φ. Тоді з трикутника В1С1£>1:

4B1D12 = е2+ f2- 2e/cos(p. (2.)

Із співвідношень (1) і (2):

� 2
sin φ

= 1- (a2_fr2 + c2_d2f
4е2/2

Але S=�sin<p, чи 4S2 = e2/2sin2(p, маємо:
2

/

16S2=4e2/2 1- (a2_&2+c2.rf2f
4e2/2

Звідки 16S2 = 4e2/2 - (a2 - b2 + c2 - d2)2. ·

Задача 6 (!). Діагоналі опуклого чотирикутника взаємно

перпендикулярні. Через середини сторін АВ і AD проведені
прямі, перпендикулярні до протилежних сторін CD і СВ
відповідно. Доведіть, що ці прямі й прямаАС мають спільну
точку.

�Доведення. Введемо допоміжну точку О � середину

відрізка АС і з�єднаємо її з серединами КІМ сторін АВ і AD
(рис. 4.6). Як середні лінії трикутниківABD,ABC,ADC, KM || BD,
КО II ВС і МО II DC, а значить, КТ, MF, АО належать висотам

трикутника КМО, тобто перетинаються в одній точці. ·

[Задача
7. У чотирикутнику діагоналі утворюють рівні кути з

середньоюлінією. Довести, що діагоналі рівні.

�Доведення. Нехай Т±Т2 � середня лінія чотирикутника
ABCD (рис. 4.7). Діагональ АС утворює з Т�1Т2 кут 711£А,
а діагональ BD утворює з Т±Т2 кут T2FD. На стороні ВСвізьмемо
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середину Г3. Оскільки ΤχΤ31| AC, a T2T3 || BD, то

^T31\fy= ΑΤγΕΑ = ADFT2 = AFT2Τ3,
значить, ТуТ3 = Т2Т3, відповідно, АС � BD, що й потрібно було

довести. ·

Задача 8. Довести, что сума квадратів відстаней від середини
сторони трикутника до ортоцентраН і до центра О описаного

кола не залежить від вибору сторони трикутника.

�Доведення. Скористаємося допоміжною точкою Ег �
точкою Ейлера (рис. 4.8) � серединою відрізка АН (Н �

ортоцентр). Оскільки

ОМ1=-АН= АЕ1,
2

то ΟΑΕ^! і ОМ1НЕ1 � паралелограми, а значить,

М^Н2 +MjO2 =-(нО2 + )=і (НО2 + АО2 )=-(нО2 + Д2 ). ·
2 2 2

Задача 9. Якщо в чотирикутнику третя середня лінія1

дорівнює піврізниці протилежних сторін, то цей
чотирикутник � трапеція.

1 Відрізок, що з�єднує середини діагоналей чотирикутника.
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�Доведення. Позначимо (рис. 4.9) AJD = а, СВ = Ь. Нехай

Εχ і Е2 � середини діагоналей. Тоді

1 2
2

Введемо допоміжні точки Тг і Т2 � середини сторін CD і АВ.
Покажемо, що точка Е2 належить відрізку 711£1.

Дійсно,

ί\ε2+е2е1=-+=� = ад.12 2 1
2 2 2

1

Аналогічно доводиться, що точка Ег належить відрізку Е2Т2.
Звідси:

717b = 71 + ВД =

у +1 =

значить, AJBCD � трапеція. ·

І Задача 10. Три медіани трикутника перетинаються в одній
точці.
�Дове ден ня . Нехай медіани АМг і СМ3 перетинаються

в точці М (рис. 4.10). Скористаємося серединами відрізків AM
і CM. Позначимо їх К і Р.

Оскільки

КР = �АС і М1М3 = ±-АС,
2 2

то чотирикутник
� паралелограм. А це значить, що

точкаМділить кожну медіану в співвідношенні 2:1, починаючи
з вершини. Оскільки така точка єдина, то твердження задачі
доведено.

·

Задача 11. У трикутникуABC проведено медіануАМГ Через
вершину С і середину Е цієї медіани проведено пряму.
В якому відношенні вона ділить сторонуАВ?

�Скористаємося точкою М2 (рис. 4.117 � серединою сторони
АС. Позначимо F � точку перетину відрізків МгМ2 і СХ
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(X � точка перетину прямої СЕ

і сторониАВ). Оскільки М±М2 || АВ і
АЕ = ΕΜν то трикутники АХЕ

і MrFE рівні, а значить, FMr = AX'.

З іншого боку, відрізок FM1 �
середня лінія трикутника ВСХ,

звідси ХВ = 2FMr
Значить, ХВ = 2АХ.

Отже, пряма СЕ ділить сторону
АВ у відношенні 1:2, починаючи

від точки А. ·

Глава 5

ЯККУЛЮ ПЕРЕТВОРИТИ НА СНАРЯД

Розглянемо задачу, яка порівняно недавно з�явилася на

олімпіаді.
На сторонахАВ і CD прямокутникаABCD позначено точки К

і Е так, що ВК = СЕ. Із точкиК проведено перпендикулярКР

наАС. Знайти кут ВРЕ .

Вона справляє враження кулі. А її можна перетворити на

снаряд! Переконайтеся самі.

�Оскільки ВК = ЕС і ВХ||ЕС (рис. 5.1), то навколо

чотирикутника КЕСВ можна описати коло, діаметрами якого є КС

і ЕВ. Це коло перетне діагональАС в точці F, а оскільки KF ±АС,

то точка Р збігається з точкою F, і кут ВРЕ дорівнює 90°. ·

У одному з задачників (Лоповок Л. М. Факультативні
завдання з геометрії для 7-11 класів. � К.: Рад. шк., 1990)

скромно причаїлася задача:

ABCD � квадрат. На сторонах АВ і ВС відкладено рівні
відрізки ВК і ВМ; ВТ � перпендикуляр, опущений на КС.

Знайти KMTD.

Не поспішайте читати розв�язання. Спробуйте зробити задачу
самостійно, тим більше, що вона аналогічна до попередньої!

Обманлива аналогія! Здавалося, що зі «зручнішою»
геометричною фігурою, якою і є квадрат порівняно з прямокутником,
і розв�язання мало би бути простішим. Аж ніяк! Хоча� дивіться
самі!
� Продовжимо відрізок ВТдо перетину зAD в точці Р (рис. 5.2).

Оскільки /.КВР = /ВСК, то трикутник АВР дорівнює

трикутнику ВСК. Тоді АР = ВМ, а значить, МС = PD і

чотирикутник PMCD� прямокутник, навколо якого можна описати
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коло з діаметрами PC і MD. За умовою Z.PTC = 90°, значить,

цьому колу належить точка Т, і ZMTD = 90°. Ось і снаряд! ·

ОТ І ВСЕ! НАЙЕМОЦІЙНІШАТЕОРЕМА
ГЕОМЕТРІЇТРИКУТНИКА

Мова піде про теорему «трилисника»: WB =ЧТУС =WI (рис. 6.1)

(W � середина дуги ВС).
Гадаю, що цій залежності стільки ж років, скільки й власне

геометрії.
Але до 1971 року її як самостійну теорему ніхто не

пропонував. І того ж року, в журналі «Математика в школі», № 3, в статті

«Про деякі властивості трикутника та їх використання для

розв�язання задач» для доведення формули Леонарда Ейлера (ОІ2
=R2- 2Rr) «відомій» геометричній залежності надано було статус
теореми. Слово «відома» я написав у лапках не тому, що

досвідченому вчителю математики вона

була невідома (про таке не хочеться

навіть думати!), а тому, що її принагідно
щоразу доводили, замість того, аби раз
і назавжди... узаконити! Після багатьох

публикацій і виступів теорема ставала

дедалі популярнішою, навіть настільки,
що в одній із книг1 їй присвятили цілий
параграф: §5 «Теорема про �Тризуб"».
Назвати її «най-най», звісно ж, право

автора, чим я і скористався. А чому б

і ні? Ми розглянемо задачі, побудовані

1 Лейфура В. М., Мітельман І. М., Раденко В. М., Ясінський В. А.
Задачі міжнародних математичних олімпіад та методи їх розв�язання.
� Львів, 1999.
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Рис. 6.2 Рис. 6.3

на «незнанні» (!) теореми «трилисника», і складність розв�язання
такої задачі полягає не лише в здатності здогадатися про

існування такої залежності, а й можливості її довести (під час

розв�язання). Тепер у цьому не буде потреби. От і все!

Змоційність починається вже із самого доведення теореми

«трилисника». Чотири самодостатніх способи промовисті самі

по собі.
�Перший спосіб (традиційний). Доведемо, що

ZC/W1 = Z/CVT1 (/ � інцентр).

Дійсно, ZC/VT1
= ЛСАІ + ЛІСА. Але Z.CAI = /.W\AB = ABCWV

а ЛІСА = АІСВ (рис. 6.2).

Другий спосіб. Розглянемо кут W±IC як кут з вершиною

иАЖ3 + uCWj
2

всередині круга: ZH^/C =

ZC + ZA

2

иЖ3В + uT^B
_

ZC + ZA
Далі: ZiCWi = значить,

2 2

ZCIW1^AICW1.
Третій спосіб. Навколо трикутникаВІС опишемо коло (рис. 6.3).

Точка буде центром цього кола, оскільки вона належить

серединному перпендикуляру W±O, і ZBWtC = 180° -А. Значить,

WrB = ТУХС = W±I як радіуси цього кола.

Четвертий спосіб (найемоційніший, публікується вперше).
Нехай бісектриса кутаABC (рис. 6.4) перетинає коло в точці W2.
Тоді AW1IW2 = AW1CW2, значить, WXI = WXC � от івсе! ·

Задача 1 (Київська олімпіада, 1962 р.). Дано коло, точка А,
що лежить на ній, і точка В, яка лежить всередині кола.

Знайти на колі такі точки В і С, щоб точка Р була центром

кола, вписаного в трикутник ABC.
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� З�єднаємо точкиАі Р (рис. 6.5). Пряма АР перетинає дане коло
в точці W. Проведемо дуги, що дорівнюють відрізку WP, вони

перетинають дане коло в точках В і С. Оті все! ·

І,
Задача 2 (Київська олімпіада, 1976 р.). Побудувати трикутник
АВС, якщо відомі дві його вершиниА і В, а також пряма Ζ, на

якій лежать бісектриси внутрішнього кута С.

�Проведемо через середину відрізка АВ точку М3 (рис. 6.6),
серединий перпендикуляр t. Він перетинає пряму Z, якій

належить бісектриса Іс в точці W3.
Оскільки АЖ3 = W3B = W3I, то можна отримати інцентр І,

а значить, побудувати трикутникАВС. От і все! ·

Задача 3. Побудувати трикутник за R; г\ а (чи В; г, А).
Вказіка. Побудувати точку Wy
Задача 4. Довести, щоАІ · PW\ = 2Rr.

Вказівка, Трикутник CW^M^ подібний до трикутникаАІК3.
Задача 5. Довести, що якщо IW± = TW2, то трикутник ABC

рівнобедрений.
Задача 6. Довести, що інцентр І є ортоцентром трикутника

Задача 7. Довести, що IaW1 � WtI (Іа � центр зовнівписаного

кола).
Вказівка. Розглянути прямокутний трикутник ВІаІ.

Задача 8. Довести, що в

різницевому2 трикутникуАІ = IWV
Задача 9. Довести, що

IB

Вказівка. Застосувати формулу

ΑΌ
. А . В . С

г = 4Р sm�sm�sm�.

2 2 2

2 Різницевий трикутник � трикутник, сторони якого складають

арифметичну прогресію.
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А

Задача 10 (Австралійська олімпіада, 1982 р.). Довести:

+ BW2 + CW3 > 2р.

Задача 11 (Всесоюзна олімпіада, Англійська олімпіада).
У трикутникуABC через середину М± сторони ВС й інцентр І

проведено пряму, яка перетинає висоту АН1 в точці Е.

Довести, щоАБ = г.

�Доведення. Трикутники ІАЕ і IWtMr (рис. 6.7) подібні,
звідки

MrWr rw\

Нехай N � точка дотику вписаного кола зі стороноюАС. Тоді

прямокутні трикутники ANI і CM1W1 подібні (оскільки

AW1CM1 = ZWXAB = /.W^AN)'.

MrWr CWr
� 1 }

Порівнюючи рівності (1) і (2) й враховуючи, що IW± = CWV
маємоАБ = IN = г. ·

А тепер... найбільша... змоція!

І Задача 12. Знайти кут рівнобедреного трикутника, якщо

ортоцентр Н належить вписаному колу.
� Розв�язання публікується вперше! Точка, симетрична

ортоцентру Н відносно ВС, буде точкою Wv значить, CWr � Зг (рис. 6.8),

cos В = cos /СИЛА = � = �.
·

1
Зг З

От і все! Ні, не все! У точки Wr є ще одна маловідома
властивість: коло, описане навколо трикутника ВІС, витинає на прямій
АС відрізок АВ (рис. 6.9).

�Доведення. Оскільки Wr
� центр цього кола, то

W\B = W\C, a W1K1 = W\K2
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(перпендикуляри, опущені З ТОЧКИ W1
на пряміАВ іАС) (рис. 6.9).
Оскільки

AWr1BK2 = AW\TKV
а

AW^K^A = \W1K1A,
то

АГ=АВ,
що і потрібно було довести! Тепер все?

Ні, ще й А&! = · А тепер все? ·

МАТИ ЧИ МАЧУХА КОЛА?

Наша теорема є наріжним каменем усього вчення про коло,

істинним визначенням кола1.

Ганс Радемахер, Отто Тепліц

Перше видання книги знаних німецьких вчених Г.

Радемахера і О. Тепліца «Числа і фігури» побачило світ у 1930 році,
а потім у 1936 і 1938 роках. У 1962 році книгу перевидали

російською мовою. Саме в ній я і знайшов міркування про коло,
якими хочу поділитися з вами.

Дивно, що досі жодна з книг зі шкільної математики не

популяризувала роздуми згаданих авторів.
Беруся за це із задоволенням. І з коментарями.

Той, хто навіть дуже приблизно знайомий із задачами на

побудову, знає багато точок, із яких даний відрізок видно під
даним кутом: так званий «сегмент, який містить даний кут».

Розглянемо пряму й обернену теорему:
Всі вписані кути, які опираються на одну й ту ж хорду, рівні.
Доведення � загальновідоме, для нас же суттєва обернена

теорема:
Множиною всіх точок, із яких даний відрізок АВ видно під

даним кутом а, якщо точки перебувають «над відрізком АВ»,
або ж кутом 180° -

а, якщо «під відрізком», є коло.

Зазначимо, що введення поняття орієнтованого кута
спростить формулювання оберненої теореми:

Множина всіх точок, із яких даний відрізок АВ видно під
одним і тим самим кутом, є колом.

1 Виділено автором.
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Отже, в даному випадку існування прямої й оберненої
теореми свідчить про те, що вказана властивість вписаних кутів
є характеристичною для даного кола, а відповідно, вона

підходить і для визначення цієї кривої.

Трохи емоцій... Для визначення кола? Навіщо?
Тисячоліттями коло визначалося як «геометричне місце точок, рівно-
віддалених від деякої даної точки � її центра».

Однак найважливіші, найцікавіші теореми кола аж ніяк не

пов�язані з цим визначенням, і довести їх можна тільки після

теореми про вписані кути, і лише виходячи з неї, а не

з класичного визначення кола. У цьому плані теорема про
вписані кути є наріжним каменем усього вчення про коло,

істинним визначенням кола. Яке воно, це визначення, образно

кажучи, � мати кола чи мачуха?
Увага, читачу! Далі буде!
Подивися нарис. 7.1.

Не обов�язково бути эстетом, щоб захопитися рівністю
«кутів», яку б хорду ми не провели. А зрештою, чому «кути»
в лапках? Шкільна геометрія привчила нас під «кутом»
розуміти нахил двох прямих ліній. Проте кут між двома

кривими іноді енер-гійно вривається в умову задачі: дивися,

наприклад, задачу із «Збірника задач» за ред. Μ. І. Сканаві

№ 10.216 «Два кола перетинаються під прямим кутом...».
Відомо, що кут між кривими в спільній точці S визначається

як кут, утворений дотичними до кожної з цих кривих у вершині
S (рис. 7.2).
А тепер повернемося до рис 7.1. Неважко показати, що будь-

яка хорда кола утворює з нею пару рівних криволінійних кутів.
Проте значно цікавіше з�ясувати, чи є крива, яка з будь-якою
своєю хордою утворює криволінійні кути, колом? Якщо це так,

то наявність прямої та оберненої теореми є характеристичною
властивістю кола.
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Нехай δ � деяка крива, яка

утворює рівні кути з будь-якою
хордою, що з�єднує дві довільні
точки кривою. Розглянемо хорди

АВ, АС, ВС (рис. 7.3), ZA, ZS, ZC �

кути між хордами; α, β, у
� кути

між кривою і хордою.

Проведемо через точки A, S, С

дотичні до кривої. За умовою

теореми кожна хорда утворює з кривою

пару рівних кутів. Три кути з вершиноюА в сумі дають 180°, як

і кути з вершинами S і С. Маємо:

ΖΑ + β + γ
= π; (1)

а + ZS + γ
= π;α + β + ZC = π.

Додамо їх і отримаємо:

ZA + ZS + ZC + 2(α + β + γ) = 3π.

Оскільки ZA + ZS + ZC = π, то а + β + γ
= π. Якщо відняти цю

рівність від рівності (1), то отримаємо, що /Л = а.

Аналогічно, ZS � β, ZC =

γ.

Отже, хорду АВ видно з точки С кривої під кутому. Звернемо
увагу саме на цей факт.

Перейдемо безпосередньо до доведення: нехай точка X �

будь-яка точка кривої δ. Розглянемо трикутник АВХ.

Аналогічно до трикутника АВС можна зробити висновок, що,

оскільки дотичні в точкахА і В залишилися прямими, то

залишився таким, як був, і кут у. Відповідно, кут ВХА також

дорівнює у, і значить, ΖΧ = ZC, а звідси � хорду АВ видно із

точки X під тим самим кутом, що й із точки С. На основі

попередньої теореми про вписані кути крива δ � коло.

Глава8

ЗДИВУВАННЯ ТРИВІАЛЬНІСТЮ

Кут і сторона трикутника... Звичне поєднання. Наявність

в умові задачі цих основних (!) елементів трикутника може

налаштувати на очікування тривіального розв�язання. Проте
будьте обачними! Хоча «сполучень» сторона � кут у

трикутнику лише два (сторона і протилежний кут, сторона і прилеглий
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кут), але, хоч і схожі за смислом, вони не можуть порівнюватися
за можливостями, та й зрештою за імпровізацією. Дійсно, одна

з них � сторона і прилеглий кут � у більшості випадків таки

приводять до тривіального розв�язання задачі. Проте інша �а і

А � не просто ускладнює задачу, а й робить її інтелекту-

альнішою, а значить і багатшою! Простежимо в порівнянні!
Знаком « · » ми позначимо місце для майбутнього елемента:

а,А,·, (1)
а,В, ·. (2)

Спочатку замінимо знак основним елементом � стороною с

трикутникаАВС: в поєднанні (2) отримаємо першу ознаку
рівності трикутників (а; В; с), а в поєднанні (1) � IV ознаку (а;

А; с). Далі.

Підставимо замість знака висоту ha\

A, ha, (1)
α, B;fta. (2)

Ані для побудови, ані для доведення рівності трикутників

ситуація (2) не викликає ускладнень, на відміну від (1). Саме

сполучення a, A; ha приводить до популярного і мало вивченого

в школі ГМТ � сегмента, який містить даний кут. У жодному
задачнику мені так і не довелося побачити умову задачі: довести,

що трикутники рівні за стороною, протилежним кутом і

висотою, проведеною до заданої сторони. А подібність
трикутників по відношенню до сторін і протилежного кута?!

Але підемо далі. Поставимо замість знака « · » медіану.
Спочатку та. Маємо а; А; та. Побудова досить тривіальна (якщо
знати про геометричне місце точок, із якого даний відрізок видно
під даним кутом). Але задача з такою умовою просто знахідка
для визначення площі трикутника. Проте вона може бути
«знахідкою» не лише у цьому. Саме вона є прародичкою двох

популярних задач: перша � знайти площу паралелограма за

двома його сторонами і кутом між діагоналями. І друга: знайти

площу паралелограма за двома діагоналями і кутом між його

сторонами. Для порівняння: знайдіть площу трикутника за а;

В; та. Розв�язання очевидне: елементи трикутника ΑΒΜγ ми

знайдемо легко. А тепер знайдіть площу трикутника за а, А, ть.
Зазначимо, що ця задача на побудову мала честь «побувати» на

Українській математичній олімпіаді.
Замість знака « · » можемо підставити і бісектрису Іа

� і ми

отримаємо задачу Паппа. Рекомендуємо простежити за

елементами r, ra, гь, ге А тепер поговоримо про найцікавіше
співвідношення:

а

sin А

= 21?
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(відношення сторони трикутника до синуса протилежного кута).
Наведемо приклади використання цього відношення, коли не

дано кола. Відбувається «зв�язка» метода допоміжного елемента
і допоміжного кола.

Задача 1. У трикутникуABC проведено висотуАНГ Точка if
х

ортогонально проектується на сторону АС (точка М) і на

£
сторонуАВ (точка N). Довести, що MN=�.

R

�Доведення. Оскільки ХАМН1 = ΧΑΝΗχ = 90° (рис. 8.1),
то навколо чотирикутника ΑΝΗ^Μ можна описати коло з

діаметром АН1. Тоді

MN =AH.sinA = h sinA = � =
�.

·
1 а

a2R R

Задача 2. ТочкаХ належить площині трикутника ABC, Хр
Х2, Х3 � проекції цієї точки на сторони ВС, АС, АВ. Знайти

площу трикутникаΧχΧ2Χ3, якщоХХ1 = dv XX2
= d2, ХХ3 = d3

і якщо дано сторони а, Ь, с трикутникаАВС.
�Позначимо Sp S2, S3 площі трикутників ХХ1Х2, ХХ2Х3,

ХХхХ3 (рис. 8.2). Тоді

S^-d^sinZXg-X-Xi·
2

Але sinZX2XX1 = sinC. Оскільки

Ьс ас

А .
... о _

^с^2с^з о
Аналогічно Ь2 -

�-�, о3 =

Маємо:

S.
ХіХ2Хз

dxd2
|

ії2сіз
) .

ф
ab Ьс

'В

Рис. 8.1 Рис. 8.2

А
А
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Задача 3. Вписане в трикутник АВС коло дотикається до

сторін ВС, АС, АВ в точках Kv К2, К3. Довести, що:

1) S2 =і(а&(вд^ + Ъс{к2К3^ +ac(K1K3fy,

2) s=і(to)21 (к2кз?
,
to)2!.

2 sin С sinA sin В
\ /

, to)2, to)2
'

hahb hbhc hahc

^Доведення. Всі три рівності доводяться за допомогою

рівностей:
К2К3

= AJsinA; КгК3 = B/sinB; К±К2 = CisinC

і рівності
Ai2sinA + B/2sinB + Ci2sinC = 2S.

Доведемо її.

Маємо (рис. 8.3): 25^ ІК =AI*K2K3=AI*AIsinA=AI2siTLA.
Аналогічно

2 3

2Sbk3ik1
= Bi2sinB; 25^^

= Ci2sinC.

Після додавання отримаємо рівність, яку доводимо. Тепер
доведемо, наприклад, рівність 1.

I (а& (кгк^ + Ьс (К2К3^ + ас S2.

Маємо

к
2S

u
2S

ab =� ; bc = -

sinC sin A

2S

sin В

Значить,

I (o& (K&f + be (K2K3f + ac =

= -2S [ci2 sin C + AI2 sin A + BI2 sin b)=- · 2S · 2S = S2 .

@

4 V /4
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Глава 9

� ВЕРТИКАЛЬНІ КУТИ? � АНТИВЕРТИКАЛЬНІ!

Назва цих кутів, як ви, читачу, здогадалися, виникла із

асоціації з антипаралельними прямими. І хоча чіткого

визначення цим кутам ми не дамо, та ви матимете нагоду

переконатися, що вони справді варті того, аби мати своє ім�я:

антивертикальні.
Це рівні кути, такі самі, як на рисунку 9.1.

Теорема 1. Якщо кути АХМ і ΒΧΝ антивертикальні, а пари
точок А і Αν В і симетричні відносно прямої ΜΝ,1 то:

1) точки Αν X, В, як і точки Βν X, А, належать одній прямій
(рис. 9.2);

2) якщо точка Х± належить прямій ΜΝ, то

АХ + ХВ<АХ1+Х1В.
�Доведення виходить із властивостей симетрії. ·

Рекомендація.Длярозв'язання задач з антивертикальними

кутами чи для пошуку мінімальної суми відрізків потрібно
побудувати точку (точки), симетричну заданим.

Задача 1. Дано прямуΜΝ і точкиАЙВ, які належать одній з

утворених півплощин. На цій прямій знайти таку точку X,

щоб ламана АХВ була найменшою; кути АХМ і ΒΧΝ були
антивертикальними.
�Розв�язок загальновідомий. ·

І
Задача 2. По одну сторону від прямої ΧΥ дано дві точкиА і В.

Розташувати на цій прямій відрізокΜΝзаданої довжини так,

щоб ламанаΑΜΝΒ була найменшої довжини.
�Проведемо прямуAF, паралельну до ΧΎ. Відкладемо відрізок

АС, що дорівнює даному відрізку MTV (рис. 9.3). Побудуємо точку
Bv симетричну точці В. З�єднаємо точки і С. Отримаємо
шукану точку Ν, значить, і шукану ламануΑΜΝΒ.

·

1
Пряму ΜΝ називатимемо головною.
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I
Задача 3. Всередині кута задано точку S. Побудувати
трикутник найменшого периметра з вершиною в точці S, щоб

дві інші вершини окремо належали сторонам кута.
� Будуємо точки і S2, симетричні сторонам кута (рис. 9.4).
Пряма SXS2 перетинає сторони кута в точках X і Y. Трикутник
XSY� шуканий.·

І
Задача 4. Дано кут XY і всередині дві точкиА і В. Знайти на

сторонах кута точки MiN, щоб� ламана ΑΜΝΒ була
найменшою.

� Розв�язання подано накресленні (рис. 9.5).·
Задача 5. Дано пряму т і два кола а і β в півплощині з межею

τη. Знайти на прямій т точку X, дотичні з якої до даних кіл

утворюють з прямою т рівні (антивертикальні) кути.
� Будуємо коло γ, симетричне колу β відносно прямої т

(рис. 9.6). Далі будуємо спільну дотичну ВС rq кіл а і γ. Перетин

прямої ВС і прямої т дає шукану точку X. ·

Задача 6. (Німеччина, олімпіада). Діаметр кола дорівнює 2R,
Точка X належить діаметру ΜΝ кола γ. Точки Аі В також

належать колу γ, і /АХМ = /ΒΧΝ = 60°. Знайти довжину

відрізкаАВ.
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&Побудуємо точку Βν симетричну В відносно діаметра ΜΝ

(рис. 9.7). Оскільки ХВ = XBV то

ZABXB =

180°-120°

2
= 30°

(із рівнобедреного трикутника XBBJ.
Із трикутникаАВВг за теоремою синусів:

АВ = 27?sin30° = R. ·

І
Задача 7. На стороні ВС трикутника ABC взято довільну
точку X. Точки Н2 і Н3

� основи висот, проведених із вершин

ВІС. Кути Н2ХС і Н3ХВ
� антивертикальні. Довести, що

точка X збігається з основою висотиAHv
^Доведення . Побудуємо точку Ηθ1, симетричну точці Н3

відносно ВС (рис. 9.8). Оскільки за умовою кути

антивертикальні, то точкаX належить відрізку а це значить, що

точки ХіН1 збігаються (пряма у єдиному випадку перетинає ВС

Задача 8. Розглянемо трикутники зі спільною стороною F1F2
і з третьою вершиною, яка належить діаметру півкола, що
дотикається до сторін АС і АВ в точках Fx і F2 (діаметр DrD2

І належить стороні ВС). Довести, що серед таких трикутників
j трикутник H1F1F2 має найменший периметр.

ЄДов е д е н н я . Нехай Q � центр півкола. Доведемо, що кути

FjHjC і F^^B антивертикальні. Для цього доведемо, що

XF^H^A = ZAH1F2 (рис. 9.9) Для цього опишемо коло навколо

чотирикутника AF±QF2. Точка Нг також належить цьому колу,
оскільки ZQH^A = 90°. QA � діаметр описаного навколо

чотирикутника кола.

Оскільки AF1=AF2, то XF1H1A = /Л^Н^А, а значить,

ZF1H1C = /Л^Н^В, відповідно, трикутник H1F1F2 має

найменший периметр. ·
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А

Теорема 2. Якщо вершина антивертикальних кутів збігається

з вершиною трикутника, то головна сторона цих кутів
є бісектрисою зовнішнього кута при цій вершині.
� Доведення очевидне (рис. 9.10).·

(Задача 11. Вершини гострокутного трикутника ABC

є центрами зовнівписаних кіл трикутникаДовести.
�Доведення. Оскільки кути АН3Н2 і ВН3Н1 � антивер-

тикальні, то відрізок АВ (рис. 9.11) належить бісектрисі
зовнішнього кута трикутника НгН2Н3. Аналогічно відрізокАС

належить також бісектрисі зовнішнього кута цього трикутника,
їх перетин � точка А, центр зовнівписаного кола цього

трикутника.
·

Задача 12. На сторонах АВ, ВС, СА взято точки Ср Ах і Βχ
відповідно. Доведіть, що якщо ZB1A1C = ZBA1C1,
/A-JE^C = /АВ1С1 і /А^В = ZACxBp то точки Ах, Вх і Сх є

І основами висот трикутникаАВС.
�Доведення. За теоремою 2 точки А, В і С є центрами

зовнівписаних кіл трикутника А1В1С1 (рис. 9.12), а це значить,

що ААХ � бісектриса кута В1А1С1. Тоді ZCA1B1
= ZBA1C1,

ZCXAXA = ΖΒχΑχΑ, отже,

ZCAXA = ΖΒΑχΑ = 90°. ·

Задача 13. Нехай довільна точка X належить висоті ΑΗγ
трикутника ABC. Прямі ВХ і СХ перетинають сторони АС і

АВ відповідно в точках Βχ і Сг Довести, що висота АНг
і належить бісектрисі кута ΒχΗχ0χ.
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Умову цієї задачі можна сформулювати інакше: довести, що

кути і � антивертикальні (рис. 9.13).
�Доведення. Нехай AAV BBV ССХ � чевіани і ΖΒχΑχΟ і

ZC-,ΑρΒ � антивертикальні. Доведемо, щоААх± ВС (рис. 9.13).
Проведемо F2F1II ВС . Оскільки ΖΒχΑχ0 = ΖΑχΓχΑ, ZFgA^B =

= ZAF2A1, to /.F1 = ZF2. Окрім того, F1A=AF2 (доводиться за

допомогою теореми Чеви), значить, ΑΑχ І F^^ чи ΑΑχ ± ВС. ·

Задача 14. У трикутнику АВС відрізки ΑΑχ, ΒΒχ, ССХ
�

чевіани. Довести, що якщо кути ΒχΑχΟ, СХАХВ і АСХВХ,
ВС1А1 � антивертикальні, то кути АВ1С1 і СВХАХ � також

антивертикальні.
�Доведення . Позначимо (рис. 9.14). Доведемо, що α = β.

Із Із ДВА1С1:^-=-^2-. Із &СВ,А,:
ABr sin φ2 ВСХ sin φχ

1 1

CB^= sin φχ' р[ЄрЄМН0ЖИМ0 цХ рівні і застосуємо теорему Чеви:
CAi sin β

АСХ · ВАХ · СВХ
_

sin a sin φ2 sin φχ
_

ABX · BCX · САХ sin φ2 sin φχ sin β

Звідси sina = είηβ; α = β. ·

«Во-первых � это красиво!» (з анекдоту)
Історія створення нової задачі

(антивертикальні кути і

арбелон Архімеда)

Задача 15. (Задача Архімеда). В

крузі проведено діаметр АВ і хорда
CD. Із кінців діаметра опущено

перпендикуляри AF і BE на цю

хорду. Довести, що CF = DE.

�Доведення. Опустимо з точки О,
центра круга, на CD перпендикуляр ОК

(рис. 9.15). З�єднаємо точки В і О.

ТодіЖ = ЯВіСВ = ££>.·
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Тепер розглянемо задачу � взірець дотепності й естетики

(автор � Юрій Білецький)!
Арбелон � це конфігурація, яку розглянув Архімед і,

відповідно, назвав її (рис. 9.16).

І
Задача 16. Доведіть, що відрізки, які висікає арбелон на

прямих, проведених із точки Т під однаковими кутами доАВ,

рівні між собою.
�Доведення. Оскільки кути, про які йдеться, антиверти-

кальні (рис. 9.17), то здійснимо симетрію відносно діаметраАВ.

Отримаємо EC = LD (за попередньою задачею). КР = LD

(виходить із симетрії). А значить, КР = СВ, що і потрібно було
довести. ·

Задача 17. (Київська міська математична Олімпіада 1997 р.).
У трикутнику ABC проведено пряму BD (точка D належить

стороні АС) під кутом ZA + ZC до сторони ВС. Нехай AL �

бісектриса кутаА. Довести, що DL � бісектриса кута CDB.
� Доведення. Розглянемо трикутник ADB (рис. 9.18).

Оскільки /.АВМ = 180° - ZB = Z.DBL, то LB � зовнішня

бісектриса кута В, AL � бісектриса кута А, а значить, LD �

зовнішня бісектриса при вершині D, чи DL � бісектриса кута

СВВ.·

L

Рис. 9.18 Рис. 9.19
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I Задача 18. У трикутникуАВС проведено бісектрисиALV BL2,
CL3. Довести, що якщо ZBAC = 120°, то Z.L2L1L3 = 90°.

� Доведення. Для трикутника АЦВ кути CAL1 і МАВ �

антивертикальні (рис. 9.19), значить (за теоремою 2), MAL2
�

бісектриса зовнішнього кута BAF, BL2 � бісектриса, і точка

L2 � центр зовнівписаного кола в ΔΑΣ^Β, значить, Β^2 �
бісектриса кута CLXA. Аналогічно В1В3 � бісектриса ΖΑΣχΒ.
Значить, L2L1JlL3L1. *

Глава 10

МЕДІАННІ КУТИ. ІГРИ З ФОРМУЛАМИ

(ВИКОНУЄТЬСЯ ВПЕРШЕ!)

Кути між елементами трикутника цікаві в першу чергу для

розв�язування задач. Кут між висотами, кут між висотою і

бісектрисою, кут між двома бісектрисами. Куту, пов�язаному з

медіанами, в цьому, можна сказати, не пощастило. Мабуть,
тому, що медіана � елемент, швидше, скажімо, метричний, ніж

кутовий. У цій главі хотілось би порушити встановлену
традицію «незручності» кутів, пов�язаних із медіаною.

Перша, тригонометрична... Мова піде про формулу

ctg(p = i|ctgC-ctgB|, (ж)

де (р
� кутАМ1Н1 (рис. 10.1). Доведемо її.

& Перший спосіб. Маємо:

С#х
-

ВНг = (СМХ + MJiJ
-

(ВМГ
-

MJIJ = 2МХНГ
Значить,

CH^BH^ZMJ^. (1)

Але СН±
= hactgC; ВНг = hactgB; М1Н1 = ftactg(p.

Підставимо в (1): hactgC
-

hQctgB = 2ftflctg(p, звідки

ctg φ=�|ctg С - ctg В|. ®
2

�Другий спосіб, Із трикутникаАМгС і ΑΜχΒ'.

СМХ sin(y-C) ВМг
_ sin(q) + В)

AMY sinC
�

AMr sin В

Оскільки CM, = ВМ,, маємо = .+ чи

sin С sin В

sin φ cos С - cos φ sin С
_

sin φ cos В + cos φ sin В

sin С sin В
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чи

sincpctgC - coscp
= sincpctgB + coscp,

2coscp = sincp(ctgC - ctgB),
2ctgcp = ctgC - ctgB,

ctg cp=i (ctgC-ctgB). ·

� Третій спосіб. Площа
трикутника АМуВ (позначимо її S)
дорівнює:

S =±ma sin <р; S^c =sAmab sin(q> - С).

~ a sin A sin(cp-C) sin А
Враховуючи, що � =

, отримуємо L-
, чи

Ъ sin В sin φ 2 sin В

sin φ cos С - cos φ sin С
_ sin(B + С)

sin φ 2 sin В

sin В cos C + cos В sin C

А

,Β

cos C - ctg φ sin C = -

2 sin В

Головна формула

cosC - ctgcpsinC =� cosC + � ctgBsin C,
2 2

ctg φ sin C =�cos C ctg В sin C,
2 2

ctg φ =� ctg C -� ctg B,
2 2

ctg cp = �(ctgC-ctgB). О
2

tg<p=
4δ

-Є
(*)

де φ
� кут AMχΒ.

Шляхетне походження

Формула (*) пов�язана із задачею:

J Дано: а; А; та. Знайти S (S � площа ААВС).
� Маємо:

За теоремою косинусів:

S=�bc sin А.
2

(1)
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А a2 = b2 + с2 - 2bccosA. (2)

«Подвоїмо» медіану тпа
�

отримаємо паралелограмABDC (рис. 10.2).
Із трикутникаАСІ):

4τηα2 = Ь2 + с2 + 2&ссоаА. (3)
Віднімемо від виразу (3) вираз (2).

Отримаємо:
4лп2 - а2 = 4bco,osA,

звідки

Ьс = 4яід - а2
4 cos А

(4)

Підставимо формулу (4) в формулу (1). Отримаємо:

5 =
і, .

л
1

� be sm А =�

2 2

4/Пд - a2 sin А

4 cos А
�

s=4/n° fl2tgA. (1°)
8

Застосуємо формулу (1°) для доведення формули (*)·
У трикутникуАВМг проведемо медіану ΜχΕ (рис. 10.3).
За формулою (1°)

,2 2
\Ь � с

1

Ltg<p,

звідки tg(p = 1��-т.

&2-с2\
Доведемо формулу (*) незалежно від формули (1°).
Маємо:

hn . 2 h2
� л

о

sm<p =�sin φ
=�l+ ctg2(p = �£·,

Кτη�

X 2 Ma -I

звідки ctg φ = �f--l.

Доведемо, ЩО ^-1 =

Λ 2 2
О -С

43
або

4S2 16S2К

або

/n2a2-4S2 =
(ь2-с2У

4
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Щоб довести це відношення,
застосуємо формулу Герона і формулу
медіани:

S =� ^4а*2*с2 -(а2 + с2 -Ь2^,

Рис. 10.3
w2_
772α �

2(t,wp
4

Маємо:

т2 · а2 - 4S2 = а2 2(&2 + <4-α2Ί 4а2с2-(а2+с2-Ь2У_

2а2Ь2 + 2а2с2 - а4 + а4 + &4 + с4 - 2а2Ь2 - 2Ь2с2 - 2а2с2

Ъ*+с4-2Ь2с2 (b2-c2>f
4 4

що і потрібно було довести. ·

Ідентичність формул (*) і (ж)

Доведемо ідентичність формул

fc2 - с2 1
ctgy=-��� і ctg<р=-(ctgC-ctgв).

4o

^Доведення. Перший спосіб. Доведемо, що
,2

_

2

� = ctg С - ctg В.
2S

Маємо:

?] 1 - cos 2В - 1 + cos 2С
_

cos 2С - cos 2В4B2(sin2B-sin2C)
2 · � 2R sin B2R sin С · sin А

2

2 sin В sin С sin А 2 sin A sin'В sin С

_

- 2 sin(B + C)sin(C - Б) _

- sin(C - В) sin C cos В + cos C sin В

2 sin A sin Б sin C sin В sin C sin Б sin C

= - (ctgB - ctgC) = ctgC - ctgB.

Другий спосіб. Доведемо, що

h2 2

ctg C-ctg В=-��·
2S
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Маємо:

ос·/* /о 4. d\ о
1

к · л sin(B-C) 4B2sinBsinCsinAsin(B - С)
2S(ctg С - ctg В) = 2 ·�be sin A = і -

2 sin В sin C sin В sin C

= 4B2sinAsin(B ~C) = 2B2(cos(A + C) - B) - cos((A + В) - C) =

= 2B2(cos(180° - 2B) - cos(180° - 2C)) = 2R2(cos2C - cos2B) =

= 2R2( 1 - 2sin2C - 1 + 2sin2B) = 4B2(sin2B - sin2C) = b2 - c2.

Третій спосіб. Як наслідок із теореми косинусів:
а2 = Ь2 + с2 - 4SctgA.

Маємо: Ь2 = а2 + с2 - 4SctgB, с2 = Ь2 + а2 - 4SctgC, звідки

Ь2 - с2 = с2 _ b2 - 4SctgB + 4SctgC,
або 2(ά2 - с2) = 4S(ctgC-ctgB), або

,2
_

2

� = ctgC-ctgB. ·
2S

Ще одна формула:

tg(pA = |tg<pB ± tg<pc|
(φΑ = ZM1AH1, φβ

= ZM2BH2, (pc
= ZM3CH3).

�Доведення виходить безпосередньо із формули (*). ·

Четвертий спосіб.

СЩ-ВЩ

х If аСН,-аВН,

�"'її їїїї 1 4S

Ще одна формула:

<2 . п 2 2 _2 . _2 7,2 λ >2 Л2а +о -с а + с -о | о -с

4S

2Ьс
tg$. (�)

Дійсно, tg<p =
4S 2bc sin А

,2 2 ,2 2
Ь � с Ь - с

звідки

, И И
.

л
Ь ~С 4. ·

sinA= tg<p.
2Ъс

І Задача (!). Довести, що трикутник ABC подібний до

трикутника А1В1С1, якщо ΖΛ = ZAj, φ
=

φχ.
�Д оведення. Із формули (�) і відповідно до умови маємо:

1.2 2 1.2 2
Ь - С

_
Ьі - С{

Ьс b± q

значить, (Ь2 - с2)&1с1 = (άχ2 - с12)Ьс,
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або

Ь2Ь1с1 - с2&1с1 = ЪЪ^с - bcc^,
b2b1c1 + bcc% = bb^c + c2b1c1,
Ьс1(ЬЬ1 + ccx) = cb1(bb1 + ccx),

b c
звідки bcx = cbv або �=�, а це означає, щоААВС zXAjBjCp ®

bi ci

Кут між медіанами
Мова піде про формулу1

сі8 zcmb .

3{cigA+ctgB) .

�Д оведення аналогічне до доведення формули (5).
НехайМ �центроїд трикутникаАВС (рис. 10.4). Проведемо

пряму CM і з точки В опустимо на неї перпендикуляр ВХ (точка
X належить прямій CM). Маємо:

СМ = СХ- ХМ, ММ3 =ХМ -

М3Х, СХ
- ХМ = 2(ХМ ~М3Х).

Звідки ЗХМ = 2М3Х + СХ,

ХМ= 2М3Х +СХ

З
(1)

Поділимо відношення (1) на ВХ:

ХМ 1 ί 2М3Х СХЇ

ВХ
~

ЗІ ВХ
+
ВХ/

або

або

ctg ХХМВ =- (2 ctg ХХМ3В + ctg ХХСВ\
З

- ctg Z.CMB =- (- 2 ctg ZCM3B + ctg ZM3CB). (1°)
3

Далі за формулою (5) маємо: ctg Z.CM3B=�(ctg A - ctg b\
2

Окрім того,

ZM3CB = 180° - ZB -

ZCM3B.
Значить,

ctg ZM3CB = - ctg (в + ZCM3b)= -

ctg В · ctg ZCM3B -1

ctg В + ctg ZCM3B

1
Публікується вперше. Доведення належить В. Думе.
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А

l-ctgB--|-(ctg А-ctgB) 1 -і ctg A � ctg В +j ctg2 В

ctg В +і (ctg A - ctg В)
Λ

І (ctg A + ctg в)
Zj

Підставимо в формулу (1°). Отримаємо:

ctg ЛСМВ =-

З

1�� ctg A ctg В + і ctg2 В
(ctg А - ctg В)- 2 2

�| (ctg А + ctg в)

, i(ctg2 A-ctg2B)-l + ictgA-ctgB-ictg2В
ZU Лл &

3

I (ctg A + ctg б)

1
� ctg2 A - ctg2 В + � ctg A · ctg В -1

=_£. 2.
3 І (ctg A + ctgB)

Отже, ctg ЛСМВ =
ctg2 A - 2 ctg2 В + ctg A · ctg B-2 *

3(ctg A + ctgB)

J _

AM BM CM

І Задача 2. Довести, що
�=

sin zamc
=

sin ZAMB�

�Доведення. Оскільки медіана рівновіддалена від двох

вершин, то довжини перпендикулярівААг і ССХ рівні (рис. 10.5).
Маємо (АА1

= ССХ = Λ):

sin ЛВМС = sin ZCMCi =
��, sin ЛАМВ = sin ЛАМQ =��.1
CM

1
AM

Поділимо ці дві рівності й отримаємо:

Аналогічно

AM sin ЛВМС

CM
-

sin ЛАМВ

AM

, або
AM

sin ЛВМС

BM

CM

sin ЛАМВ

sin ЛВМС sin ЛАМC
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ДАЛІ БУЛО. ДАЛІ БУДЕ...

Із геометричною конфігурацією розглянутої нижче задачі ми

детально ознайомилися в книзі «Повернення втраченої

геометрії». Проте сила її, вочевидь, така, що дослідження

продовжуються, викликаючи не лише здивування, а й захват.

Прослідкуйте за способами розв�язання. Не так просто знайти

задачу, яка подарує стільки несподіваного.

Задача А. Сторони трикутникаАВС дорівнюють а, Ь, с. Через
точку К, яка належить площині трикутника, проведено прямі,
паралельні до сторін трикутника, в результаті чого отримали
рівні відрізки DE || ВС, FG || АС і NT || АВ. Знайти їх довжину.

Задача вперше як авторська була опублікована в журналі
«Квант», і авторське розв�язання було таким (рис. 11.1).
�Позначимо відрізки CF, FT, ТВ як αν а2, а3, х � довжина

рівних відрізків. Із подібності трикутників FGB і САВ:

х_ = а2 + аз
ц)

Ь а

Із подібності трикутників NTC і САВ:

(2)
с а

Додамо рівності (1) і (2): � +� = alta2 + аз t +

be а а

Але а2
= а - х, оскільки <4 + а3

= х. Маємо

2abcχ χ
�

а-х
� + � = 1 + . звідси х = �

b с а ab + bc + ас

Задачу помітили, і вона стала з�являтися в різних збірниках
задач у такому вигляді:

Задача Б. У трикутнику АВС

сторони дорівнюють Ь і с. Через
точку К, яка належить площині

трикутника, проведено прямі,
паралельні до сторін трикутника
DE II ВС, FG II АС і NT || АВ. Нехай
DE =

m; FG = п; NT
= Z. Довести,

що

т η І
� +�+ �

а b с

F Т

Рис. 11.1
= 2.
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�Викликає захват влучне введення трьох (!) допоміжних
відрізків: αγ, а2, а3(рис. 11.1).

Оскільки трикутники BFG і ВАС подібні, то

72· О>2 + #3

Ь а

Аналогічно - =

αι + а2. і =
аі + аз, Значить,

с а а а

ЇТЬ П І + Лд + + &2 + а3 (^1 ^2 + ^3 ) α ф

а Ъ с а а

Зазначимо! ЗадачаА� наслідок задачі Б, якщо т = п = І = х.

Цікавість до цієї задачі посилюється можливістю

застосування паралельного проектування: у цьому випадку доведення

зводиться до арифметичного підрахунку довжин відрізків DE,
FG, NT через сторони маленьких трикутників.

�Отже, спроектуємо трикутник ABC у рівносторонній
трикутник. Тоді «маленькі» трикутники перетворяться також

у рівносторонній
DE �

сь^ + (Zg, TG
�

<ζ2 Лз� NT
=

<4 -Ь &2·

Значить,

тп
!
л

І
г
_ 2(ах + а2 + а3) _2

а а а а

І, зрештою, зовсім несподіваним стане застосування теореми

Жергона. Проведемо через точкуК (рис. 11.2) прямі (на рисунку
достатньо провестиA4J. За теоремою Жергона

АК ВК СК

АА^ ВВг CCj

А АК т А . ВК п СК І
Але = �. Аналогічно =�; =�, значить,

ААХ а ВВг Ь ССГ с

т η І АК ВК СК
п А

а b с А4.х ВВГ ССг

Дослідження цікавої конфігурації продовжується!

Задача. ТочкаК належитьколу, вписаному в рівносторонній
трикутник ABC. Через точку К проведено прямі, паралельні
до сторін трикутника. Площі утворених трикутників Sp S2,
S3, a S � площа трикутникаABC. Довести, що

s1 + s2 + s3 = |.
50



Рис. 11.3

�Доведення. Позначимо αν а2, а3
� відповідно сторони

заштрихованих трикутників (рис. 11.3). Позначимо Κν К2,
К3
� точки дотику кола зі сторонами ВС, АС, АВ; АККгС = а;

АКК2С = β. Тоді

α + β = -u^2^i = 60°.
2

Проведемо висоти КН± і КН2.

ctg а =
н2кх

кн2'

Але КН2 =
, н2Кг = - + а3- КХВ або КгН2 = -(2а3 + а2- а),

2

(а = ВС), звідки ctg а =

^12^1

КН2

. 2dо + 0ІО � CL д .

ctg а = �-�-έ= . Аналогічно

#2 ν З

ctgp =
2аз + аі а

Враховуючиформулу ctg(a + β) =
ctga ctg^�ί,

axy3 ctg a + ctg β

1 1 (2a4 + a9
- a)(2aq + an

- a) - 3aia2
отримаємо �j=

= · -� - -� ±або
л/З л/З αι(2α3 + а>2

� а) + а2(%аз + аі~ а)

-

4αα3
-

4αχα2 + а2 = 0 (але а = + а2 + а3).
Значить, 4α32 - 4(αχ + а2 + а3)а3

-

4αχα2 + а2 = 0.

Остаточно, а2 = 4αχα2 + 4αχα3 + 4α2α3 =
= 2(αχ2 + α22 + α32 + 2αγα2 + 2αχα3 + 2α2α3)

- 2α2 - 2α22 - 2α32=
= 2(αχ + α2 + α3)2 - 2(αχ2 + α22 + α2) = 2α2 - 2(α2 + α22 + α32),

або а2 = 2(α2 + α22 + α32).
Оскільки заштриховані трикутники подібні до трикутника

ABC, то Sx + S2 + S3 = � (автор розв�язку
2

Д. Іваненко).·

Далі було. Як того і варто було очікувати...
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-"ЛТязва·-!^·? }

ПОЛЮВАННЯ НА РІВНЯННЯ

Ця глава присвячена складанню задач, а точніше �

складанню рівнянь. Але не лінійних чи квадратних, а рівнянь не

нижче кубічних (ми складемо рівняння навіть тринадцятого (!)
ступеню). Окрім цього, ми запропонуємо спосіб перевірки
правильності складання будь-якого алгебраїчного «монстра» із
« новонароджених ».

Відбувається це так: задається трикутник особливого виду

(вони називаються Т-1, або ж Т-2, або ж Т-3), один із кутів
якого позначається а. За допомогою цього трикутника,

геометричних теорем і тригонометричних формул потрібно
скласти триго-нометричне рівняння з невідомим а.

Покажемо на прикладі.

І
Маємо рівнобедрений трикутник з кутом 4а при вершині й

За при основі (рис. 12.1). Потрібно скласти рівняння третього

ступеню.
�Оскільки 4а + 6а = 180°; а = 18°; 2а = 36°; За = 54°, тобто

sin2a = cos3a. Маємо

2sinacosa = 4cos3a - 3cosa,
або

2sina = 4(1 - sin2a)
� отримали квадратне рівняння � мети не досягнули.

Підемо, як кажуть, «іншим шляхом». Значення кутів у

трикутнику дає можливість скласти друге рівняння:
sin3a = cos2a.

Маємо:

3sina - 4sin3a = 1 - 2sin2a,
або

4sin3a - 2sin2a - 3sina +1 = 0.

Нехай sina = z/, отримаємо 4y3 - 2z/2 - 3y + 1 = 0 � кубічне
рівняння (відносно sina). Нескладно перевірити, що воно

складено правильно.
·

Для перевірки складніших
рівнянь пропонуємо таблицю
многочленів для перевірки, одними із коренів
яких є синуси і косинуси кутів 18° і
36° (перший стовпчик таблиці, і їх
значення � у другому стовпчику).

Отримані рівняння мають

ділитися без остачі на один із поданих в

таблиці многочленів. Який із них

вибрати, залежить від типу
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sin 18° 75 -1 �

4
4x2 + 2x-l

2 cos 72° 75"-1
2

x2 + x-1

cos 36°
4T�1

4x2 -2x-l

2 cos 36°
1 + 75

2
x2 -x-1

sin2 18°
з-7б

8
16x2 -12x + l

вибраного для складання рівняння трикутника. Назвемо їх:

4х2 + 2х - 1; χ2 + х - 1 (див. третій стовпчик таблиці).
Кульмінація � ділення многочлена на многочлен: чи отримаємо в остачі 0?

Пройдіть цей шлях � і гарантовано отримаєте задоволення!

1. Трикутник Т-1.

Це рівнобедрений трикутникАВС (АВ = АС) з кутами: ΖΑ = а;

ZB = ZC = 2а (а = 36°) (рис. 12.2).

2. Трикутник Т-2.

Якщо в трикутнику Т-1 провести бісектрису кута при основі,

то отриману конфігурацію назвемо трикутником Т-2 (рис. 12.3).

Звернемо увагу на «зигзаг» ВС = CL3 = AL3 = а, а також на кут

ZAL3C == За.

3. Трикутник Т-3.

Назвемо Т-3 рівнобедрений трикутник з кутом при
вершині 10.8° (АВ = АС) (рис. 12.4). Якщо позначити а = 18°, то

кути цього трикутника будуть 2а, 2а, 6а (рис. 12.5).
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Звернемо увагу, що /.СІН1 = 4а,
і констатуємо вартий уваги факт, що
точки І й О симетричні відносно
відрізка ВС (рис. 12.6).

4. Трикутник Т-4 (рис. 12.7).

Трикутник Т-4 з кутом 72° при

вершині. Якщо позначити кут

а = 18°, то кути цього трикутника

будуть За, За, 4а (рис. 12.8).

5. Трикутник Т-5.

Трикутник Т-5 з кутами 18°,

18°, 144°(а, а, 8а) (рис. 12.9).

Кубічні рівняння

Задача 1. За допомогою
трикутника Т-3 і трикутника СІН1
складіть кубічне рівняння.

А

Рис. 12.6

А

12.6) виходить, що

Рис. 12.10

В

sinZC/ίίχ
= cosZifjC/, або ж sin4a = cosa.

Перетворимо це рівняння:
2sin2acos2a = cosa, 2 · 2sinacosacos2a = cosa,

або

4sina(l - 2sin2a) = 1.

Позначимо sina = у (a = 18°).
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Тоді 4ζ/(1 - 2ζ/2) = 1, або 8г/3 - 4ζ/ + 1 = 0. Замінимо 2г/ = х.

Маємо остаточне рівняння
X3-2#* 1^0.

Перевіримо його:

Xs - 2х + 1 = (х - 1)(х2 + х - 1).
Оскільки із геометричних міркувань х #= 1, то

х2 + х - 1 = 0,
що відповідає кореню 2sinl8°. Значить, рівняння знайдено
правильно.·

(Задача
2. За допомогою трикутника Т-3 і рівності ІН^ ОНг

скласти кубічне рівняння.
� Оскільки СІ = CO = R, то

R=��, (α = 18°).
sin а

а = 2retgee; CI = �-�; CO = -
, ZCAB = 180° - 4α,

sin а 2 sin ZCAB

значить,

со _

2r ctg а
_

r ctg а

2 sin (180°-4а) sin 4а

Оскільки CI = СО, то

r ctg а
_

1

sin 4а sin а
�

або cosa = sin4a, звідки cosa = 2sin2acos2a (cosa = 0)/
1 = 4cos2asina; 1 = 4(1 - 2sin2a)sina.

Позначимо sina = у; 1 = 4(1 - 2y2)y; 8y3 - 4г/ + 1 = 0. Кубічне

рівняння отримали. Розв�яжемо його.

Позначимо 2у = х. Тоді х3 - 2х + 1 = (х - 1)(х2 + х - 1). Корінь
х = 1 � сторонній. Розв�язуючи рівняння х2 + х - 1 = 0, маємо

42 =

-1±Уб
2

. х . -І + л/б
Оскільки sma = y=�, то sma =

У
2 4

Відомо, що

JL і а/
sinl8°=� , отже, a = 18°, що відповідає геометричному

4

смислу задачі. ·

Задача 3. У трикутнику Т-2 знайти залежність між кутами

у формі кубічного рівняння.

(Підказка: x = tg�).
2

� У рівнобедреному трикутнику BCL3 (рис. 12.3) проведемо

висоту СН3.
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α
Оскільки ZL.3CB = а, то ZH3CB = �. Оскільки в трикутнику

СН.В: sinB = cosZifoCB, то
2

sin 2α = cos�.

2

Зазначимо, що

а
cos� =

2
r; sin 2a =

2tga

1 + tg2 a
1 +

(*)

Позначимо tg � = x. Тоді
2

a 1
,

2x .
� ( 4x

cos� = � tga = sm2a = |
1-х 1-х2

Підставимо вираз із х в формулу (*):

4х

1 1-х2

7ι+χ2 1+
2х

1-х2

2x

1-х2
1 +

2 λ

або

Vі+ χ2 (]1-х~
4х 4х (і-х2У _4х(і-х2)

J 1-х2 1 + 2х2+х4 (і + х2^1-2х2+х4+4х2

Отже,
1 4х(і-х2)

Vі*+х? (ι + χ2^
. Піднесемо до квадрату:

1 + х (і + х2)
Нехай х2 = у. Тоді (1 + у)3 = 16у(1 - у)2, або

1 + Зу + Зу2 + у3 = 16у - 32у2 + Ібу3.
Остаточно 15у3 - 35г/2 + 13г/ -1 = 0.

На щастя, це кубічне рівняння, можна розкласти на

множники так:

15г/3 - 35у2 + 13г/ - 1 = 15г/3 - 30г/2 + Зу - 5у2 + ІОу - 1 =

= Зу(5у2 - 10г/ + 1) - (5г/2 - 10г/ + 1) = (Зу - 1)(5у2 - ІОу + 1).
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Якщо розв�язати рівняння 5г/2 - 10г/ + 1 = 0, то г/1>2
=

5±2л/5

і�1
'

Оскільки tg2 � = tg218° =5, то складене рівняння пра-
2 5

вильне.

Рівняння четвертого ступеню

І Задача 1. -За допомогою трикутника Т-3 і трикутника С1НГ
отримати рівняння четвертого ступеню.

�Оскільки /.СІН1 + ЛІСН1 = 90°, то cos4a = sina. Маємо:

2(1 - 2sin2a)2 - 1 = sina.

Нехай sina = χ (a = 18°). Отримаємо 2(1 - 2х2)2 - 1 - х = 0,
або

8х4 - 8х2 - х + 1 = 0.

8х4 - 8х2 -

х + 1 4х2 + 2х - 1

8х4 + 4х3 - 2х2 І 2х2 - х - 1
- 4х3 - 6х2 -

х

- 4х3 - 2х2 + х

- 4х2 - 2х + 1
- 4х2 - 2х + 1

0

Поділимо многочлен 8х4 - 8х2 - х + 1 на 4х2 + 2х -1.

Рівняння складено правильно.
·

І
Задача 2. За допомогою трикутника Т-2, AACL3 і кута За

скласти рівняння четвертого ступеню (рис. 12.11).
� За теоремою косинусів із трикутникаАВС:

a2 = 2&2 - 2&2cosa = 2&2(1 - cosa). (1)
Із трикутникаACL3 за теоремою косинусів:

b2 = 2а2(1 - cos3a). (2)

5 � 2-751 Покажемо, що tg218° = . Дійсно,
5

4 16 8

2-.О ·,
� 21а , (V^-!)2 16-5 + 2л/5-1 IO + 2V5 5 + V5

16 16 16 8

t
2
1S .

sin218 (3-75)8 (3-V5)(5-Уб) 20-8л/5 5-2Τδ
Є ~

cos218
~

8(5 + 75)� 20 20
�

5
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Рис. 12.11

правильно.·

Підставимо значення (2) в (1):
а2 = 4а2(1 - cosa)(l - cos3a),

або

1 = 4(1 - cosa)(l - 4cos3a + 3cosa);
1 = 4(1 - cosa + 4cos4a -
- 4cos3a + 3cosa - 3cos2a).

Отже,
16cos4a - 16cos3a - 12cos2a + 8cosa + 3 = 0.

Заміна x = 2cosa. Многочлен для перевірки
x2 - x

- 1. Маємо

х4 - 2х3 - Зх2 + 4х + 3 = 0.

Легко перевірити, що рівняння складено

І Задача 3. За допомогою трикутника Т-2 і трикутника AL3C
скласти рівняння четвертого ступеню для cosa. Перевірити.
� Із &ACL3 за теоремою косинусів (рис. 12.11):

b2 = а2 + а2 - 2a2cos3a, Ь2 = 2а2 - 2a2cos3a. (1)
Із &ACLS за теоремою синусыв:

sma

Порівняємо вирази (1) і (2), після піднесення (2) до квадрату:

О 2 о 2 о
a2 sin2 3a sin2 За

2а -2а cos За = - або z� = 2-2cos3a.
sin2 a sin2 а

Оскільки sin3a = 3sina - 4sin3a, cos3a = 4cos3a - 3cosa,
to (3sina - 4sin3a)2 = 2sin2a(l - cos3a), або

(3 - 4(1 - cos2a))2 = 2(1 - 4cos3a + 3cosa),
або (4cos2a - l)2 = 2 - 8cos3a + 6cosa. ·

Зробимо заміну cosa = і, отримаємо рівняння:
16ί4 + 8ί3 - 8ί2 - 6ί - 1 = 0.

Зробимо ще одну заміну 2t = х, отримаємо остаточно:

х4 + х3 - 2х2 - Зх - 1 = 0. (*)
Перевіримо останнє ріняння. Оскільки під час заміни х = 2t,

то застосуємо для перевірки многочлен для 2cos36°; х2 - х
- 1.

х4 + х3 - 2х2 - Зх - 1

х4 - х3 - X2

2х3 - х2 - Зх

2х3 - 2х2 - 2х

х2 -

х
- 1

х2 -

х
- 1

х2 -

х
- 1

х2 + 2х + 1

0

Рівняння складено правильно.'
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I
Задача 4. За допомогою трикутника Т-2, трикутника L3CB,
відрізка L3B отримати рівняння четвертого ступеня.

Перевірити.
�Оскільки ZCZ/gB

= 180° - За (рис. 12.11), то за теоремою

косинусів із трикутника CL3B маємо:

ВС2 = CL2-+ L3B2 -

2CL3 · L3B · cos(180° - 3α),
або

a2 = a2 + (b- a)2 - 2a(b - a)cos(180° - За). (1)
Із рівнобедреного трикутника L3CA\

b2 = 4a2cos2a. (2)
Підставимо вираз (2) в (1):

а2 = а2 + (2acosa - а)2 + 2a(2acosa - a)cos3a =
= а2 + a2(4cos2a - 4cosa + 1) + 2a2(2cosa - l)cos3a =
= (1 + 4cos2a - 4cosa + 1 + 4cosacos3a - 2cos3a) · a2;

4cos2a - 4cosa + 4cosa(4cos3a - 3cosa) -2(4cos3a - 3cosa) +1 =

= 4cos?a - 4cosa + 16cos4a - 12cos2a - 8cos3a + 6cosa +1 = 0,

звідки 16cos4a - 8cos3a - 8cos2a + 2cosa +1 = 0.

Заміна: 2cosa = x, отримаємо: x4 - x3 - 2x2 + x + 1 = 0.

Перевіримо діленням на тричлен х2 - х - 1 (див. попередню

задачу). Рівняння складено правильно. ·

І
Задача 5. За допомогою трикутника Т-2, трикутника CAL3,
формули бісектриси CL3 отримати рівняння четвертого

ступеню для cos2a. Перевірити.
� Із трикутника.АСІ/3 затеоремою косинусів (рис. 12.12) маємо:
AL2 = АС2 + CL32 - 2АС · CL3cosa, а2 = Ь2 + І2 - 21

с

· fecosa.

Враховуючи, що lc
-

cosa і а = 2fecos2a, отримуємо:
а + Ь

. 2 Л
cos2 2a cos2 a _ cos 2a · cos2 a

4cos 2a=l+16-

(l + 2 cos 2a)2
Нехай cos2a = t. Отримаємо

l + 2cos2a

4i�

або

16ί4 + 16ί3 + 4£2 - 1 = 0.

Нехай 2t = x. Отримаємо
x4 + 2x3 + x2 - 1 = 0.

Перевіримо правильність отриманого
рівняння.

Оскільки cos2 · 36° = ί, а х = 2ί, то

х = 2cos72° = 2sinl8°,
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/g 2.
a 2 sin 18° = � корінь рівняння χ2 - χ + 1 = 0.

Можна поділити многочлен на χ2 + х - 1. Але ми спробуємо
інакше:

х4 + 2х3 + х2 - 1 = х2(х + І)2 - 1 = 0,
або

(%(% + 1) - 1)(%(% + 1) + 1) = 0,
отримали тричлен χ2 + х - 1, значить, рівняння складено

правильно.·
Задача 6. За допомогою трикутника Т-2 скласти рівняння

α

четвертого ступеню відносно είπ¬ (а = 36°).
� У трикутнику L3CB (рис. 12.13) проведемо висоту CN. Тоді

ANCB = -

2
і,

. 2 а 2 а
ОСКІЛЬКИ sin � + COS �

2 2
^1, то

Далі:

sin2 � + cos2(90° - 2а) = 1, або sin2 � + sin2 2а = 1.
2 2

. 2 & л · 2 2 і . 2 # л а . 2 а 2 а
sm � + 4sm or cos a = 1; sm �+ 4-4sm �cos �

2 2 2 2
l-2sin2 �

9

I =1.

Заміна: sin� = у (a = 36°). Маємо:
2

у2 + (16/ - 16/)(1 - 4/ + 4/) = 1,
або

y2 + 16y2 _ 64i/4 + 64y6 _ 16y4 + 64y6 _ 64y8 =
або

64/ - 128/ + 80/ - Пу2 +1 = 0.

Заміна у2 = х. Маємо 64х4 - 128х3 + 80х2 - 17х + 1 = 0.

Застосуємо для перевірки многочлен для sin218:16х2 - 12х + 1.

Маємо:

64х4 - 128х3 + 80х2 - 17х + 1

64х4 - 48х3 + 4х2
- 80х3 + 76х2 - 17х
- 80х3 + 60х2 - 5х

16х2 - 12х + 1

16х2 - 12х + 1

5

Рівняння складено правильно.·

16х2 - 12х + 1

4х2 - 5х + 1



I
Задача 7. За допомогою трикутника Т-3, рівності ІС = ОС
скласти рівняння четвертого ступеню (х = cos2a).
Перевірити.

�із трикутникаICHV враховуючи, що/С = ОС = R (рис. 12.14)
за теоремою Піфагора:

/с2
= я1с2 + ш12,

або

4 Д2= �+ г2. (1)
4

Оскільки а = 2/?sin4a та R =
��,

то а = 2 · �-�sin 4а.
, sina sina

Тепер вираз (1) стане таким:

г2 1 г2 о 2
1 sin2 4α. + sin2 α

� = _. 4 � sin 4a + г , або �т;�
=

»

sin2 a 4 sin2 a sin a sin a

звідки sin24a + sin2a = 1.

Перетворимо отриману рівність. Маємо:

λ . 2 о 2 о
1-cos 2α .

4sm 2a cos 2a + = 1,
2

або

8(1
- cos22a)cos22a + 1 - cos2a = 2.

cos2a = у (2a = 36°). Тоді 8(1 - y2)y2 - у
- 1 = 0, звідки

8г/4 - 8г/2 + у + 1 = 0. (*)

Розкладемо ліву частину рівняння (*) на множники:

8у2(г/2 - 1) + (у + 1) = 0; (у + 1)(8у3 - 8г/2 + 1) = 0.

Оскільки у +
- 1, то тільки 8г/3 - 8 г/2 + 1 = 0. Нехай 2г/ = х.

Тоді Xs - 2х2 +1 = 0, або х2 - х -1 = 0, аз рівнянням х2 - х -1 = 0 ми

зустрічалися. Отже, відповідь:
8г/4 - 8г/2 + у + 1 = 0. ·
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Задача 8. За допомогою трикутника Т-1 і трикутникаАОМ2
отримати рівняння четвертого ступеню.

>Ясно, що R = (рис. 12.15). Із AOMgA: R = ��

2 sin 2α
2 cos

to
I

p

Значить, sin2α = cos�, або sin22α = cos2�, або
2 2

1 - cos" 2α =

1 + cosa

або

або

2 - 2cos22a = 1 + cosa,

2cos22a + cosa -1 = 0, 2(2cos2a - l)2 + cosa -1 = 0,
8cos4a - 8cos2a + cosa + 1 = 0

або

8x4 - 8x2 + x + 1 = 0.

З цим рівнянням ми зустрічалися (див. попередню задачу).*

Задача 9. За допомогою трикутника Т-2, кута � і трикутника
2

CL3B скласти рівняння четвертого ступеню.

* За теоремою косинусів із трикутника (рис. 12.16):
а2 = а2 + L3B2 - 2а · L3Bcos2a.

Оскільки LgB = 2asin-^·, маємо:

4a2 sin2 � - 2а · 2а sin�cos 2a = 0,
2 2

або

a
.

� і

2

В
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або

sin� - cos2a = 0, sin� � (l � 2 sin2 a /
= О,

2 2 v 7

sin�� 1 + 8 sin2 � �· 8 sin4 � = 0; sin� = у =

2 2 2 2
у 7

Остаточно маємо многочлен 8у4 - 8г/2 - у + 1 = 0, який легко

можна перевірити многочленом 4г/2 + 2у - 1.

8/ - 8г/2 - 18г/ + 1 4г/2 + 2у - 1

8г/4 + 4г/3 - 2г/2 2г/2 - у.- 1

- 4г/3 - 6г/2 -

у

4у3 - 2у2 + у
- 4г/2 + 2г/ + 1
- 4г/2 + 2г/ + 1

0

Рівняння складено правильно.
·

І Задача 10(!). За допомогою трикутника Т-3 і формули Ейлера
скласти рівняння четвертого ступеню.

�За формулою Ейлера (рис. 12.17):
О/2 = Д2-2Дг.

ОскількиІНг = НуО = г, то 4r2 = R2 - 2Rr. Оскільки ZICH1 = a

(a = 18°), то

2

r = �tga і 4 �tg2a = Д2-2Дг.
2 4

Значить,

2.2 а2
о aatga

a tg2 а =
5 2 5�,

4 sin2 4а 2 sin 4a · 2

звідки

j.�2 ~ 1 tga
tg a = г .

4 sin 4a 2 sin 4a

Маємо ΞξΔξ =

cos2 a 4 sin2 4a

λ . 2 . 2 л 2 о
Sin ОС 2 -л

4sm asm 4а = cos а-2 cos a-sin4а,
cosa

4sin2a · sin24a = cos2a - 2sinacosa · sin4a,
16sin2asin22acos22a = cos2a - 2sinacosa · 2sin2acos2a,
64sin2asin2acos2acos22a = cos2a - 4sinacosasin2acos2a,
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64sin4acos2a · cos22a = cos2a - 8sinacosasinacosacos2a,
Скоротимо на cos2a * 0. Отримаємо

64sin4acos22a = 1 - 8sin2acos2a.1 (1°)

64
1 - cos 2a

2

I cos2 2a = 1 - 8І 1 - cos 2a

2
cos 2a,

заміна: cos2a = y.

16(1-/2·/ = 1-4(1-/у,
16(1 - 2y + y2)y2 = 1 - 4(t/ - y2),

16y2 - S2y3 + 16/ - 1 + 4y -4/ = 0,
або

16/
- 32/ + 12/ + 4y - 1 = 0,

або (заміна 2y = x)\
x4 - 4x3 + Зх2 + 2x - 1 = 0.

Перевіримо отримане рівняння.
Оскільки у = cos2a = cos36°, а х = 2у = 2cos36° і

2 cos 36° =

+ 1,
2

тобто доречним для перевірки є многочлен: X2 - X
- 1 = 0.

Поділимо:

х4 - 4х3 + Зх2 + 2х - 1 х2 -

х
- 1

х4 - х3 - х2 х2 - Зх + 1

- Зх3 + 4х2 + 2х
- Зх3 + Зх2 + Зх

х2 -

х
- 1

х2 -

х
- 1

�

0

Рівняння складено правильно.

Відповідь: х4 - 4х3 + Зх2 + 2х - 1 = 0.

Можливі варіації.

Повернемося, як і обіцяли, до виразу (1°), перетворимо його,

скажімо, «на користь sina». Отримаємо:

2

1 3 цим виразом ми зустрінемося дещо в іншому варіанті.
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64sin4a(l - 2sin2a)2 = 1 - 8sin2a(l - 2sin2a),
зробимо заміну sin2a = у. Тоді

64y2(l - 2y)2 = 1 - 8y(l - 2y),
64y2(l - 4y + 4y2) = 1 - 8(y - 2y2).

або

64y2 - 256y3 + 256y4 + 8y - 16y2 -1 = 0,
або

256y4 - 256y3 + 48y2 + 8y -1 = 0.

Знову зробимо заміну: χ = 4у. Отримаємо:
χ4 - 4х3 + Зх2 + 2х - 1 = 0.

Знову отримали «наше» рівняння!·
Рівняння 5-го ступеню

Задача 1. За допомогою трикутника Т-3, відрізкаΑΗχ = R- г

скласти рівняння п�ятого ступеню.
� Оскільки точки О і І симетричні відносно ВС (рис. 12.16), то

ОН
у
� г, а ОА = R, значить, АНг = R- г.

Із трикутникаAH,C\ (R-rf +� = b2; Ь = �
,

1 4 sin 2d.

значить,

Але

Тому

або (1 - sincc)2cos22cc = cos2asin22a,
або

cos22a + cos22ccsin2cc - 2sincccos22cc = cos2a - cos2acos22a.
Заміна cos2a = у (a = 18Q). Маємо:

У2 + y2.(l_-,y) _ 72(1-y) · y2 = · (1 - y2),

або

4y2 -

у -1 = 2^2(1-у) · у2 ,

або

8г/5 + 8ζ/4 - 8г/3 - 7г/2 +2ζ/ + 1 = 0.

Помножимо обидві частини рівняння на 4 і зробимо заміну

2у = х. Отримаємо: х5 + 2х4 - 4х3 - 7х2 + 4х + 4 = 0. Враховуючи,
що у

= cos36°, поділимо для перевірки отримане рівняння на

х2 - х
- 1; маємо
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х5 + 2х4 - 4х3 - 7х2 + 4х + 4 х2 - х - 1

х3 + Зх2 - 4

Зх4 - Зх3 - 7х2
Зх4 - Зх3 - Зх2

- 4х2 + 4х + 1
- 4х2 + 4х + 1

О

Рівняння складено правильно.
·

(Задача 2. За допомогою трикутника Т-2, трикутника ACL

і формули бісектриси Іс отримати рівняння п�ятого ступеню

�із трикутникаACL3 за теоремою косинусів (рис. 12.16):

AC2 =AL2 + CL2 -

2AL3CL3cosZAL3C,

або b2 = a2 + I2 - 2a · Zcos3a. Оскільки lc = cos a, to

a + c

b2 = a
4a2b2 . о 2a-2afecosa

Л

+ - cos a cos 3a =

(a + b) a + b

2 4a2& I
= a + cos a

a + Ъ I

bcos α
Λ

Ί
cos 3a .

a + b J

Але a = 2fecos2a (із AAiZ^C) (рис. 12.15). Тому

,2 A ,2 2 о .
16fe2cos22a-& f fecosa

o ,b = 4zb cos 2a +� �cosa· cos3a .

2b cos 2a + b \2b cos 2a + fe

Враховуючи, що

cos3a = 4cos3a - 3cosa = cos(4cos2a - 3) =

1 + cos 2a
= cos a 4 - 3 - cos a(2 cos 2a - l),

маємо

1 = 4 cos2 2a
4 cos2 a

1 + 2 cos 2a V1 + 2 cos 2a

Заміна cos2a = i. Тоді

- 2 cos 2a + 1

або

1 = 4f
2(1 +1)(2 - 4f2p

(1 + 2i)2

1 + ·

1 +
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χ = ((1 + 2ί)2 + 2(1 + 0(2-4f2)) 4ί2
(1 + 2ί)2

(1 + 2ί)2 = 4£2(1 + 4t + 4f2 + 2(2 - 4ί2 + 2ί - 4ί3)),
1+ 4ί + 4ί2 = 4ί2(1 + 4ί + 4ί2 + 4 - 8ί2 + 4ί - 8ί3);
1 + 4ί + 4ί2 = 4*2(5 + 8ί - 4ί2 - 8ί3);
1 + 4ί + 4ί2 = 20ί2 + 32ί3 - 16ί4 - 32ί5,
32ί5 + 16ί4 - 32ί3 - 16*2 + 4ί + 1 = 0,
2ί = 2.

Остаточно:

25 + 24 - 4г3 - 4г2 + 2ζ + 1 = 0.

Оскільки заміна 2t = z відповідає α = 36°, cos72° = sinl8a, для
нашого випадку (2* = z) z = 2sinl8° відповідає тричлен: z2 + z -1.

Поділимо:

25 + г4 - 4г3 - 4г2 + 2г + 1

25 + г4 - 23
- З23 - 4z2 + 22
- З23 - З22 + З2

22 - 2 + 1

22 -

2 + 1

0

22 + 2 - 1

23 - 32 - 1

Рівняння складено правильно. ·

Задача 3. За допомогою трикутника Т-2, формули квадрата

бісектриси CL3 скласти рівняння п�ятого ступеню відносно

� За формулою бісектриси:

CL32 = BC'AC-BL3-AL3. (1)
Проведемо висоту CN у трикутнику CL3B (рис. 12.18).

Оскільки він рівнобедрений,

NB = NL3 =

asinp
Маємо а = 2&cos2a (ДСАН^.

ВС = CL3 = a � 2fccos2a;

АС = Ь·, BL3 = 2NB = 2аsin-.
2

Відповідно,

ос ос

Від = 2 · 2Ьcos2a sin� = 4&cos2ccsin�;
2 2
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AL3 = a = 2&cos2a.

Тепер формула (1) буде такою:

4Ь2 cos2 2α = 2b cos 2α · b - 4b cos 2a sin� · 2b cos 2a.
2

Враховуючи, що

cos 2a = 1 - 2 sin2 a = 1 - 8 sin2 �11 - sin2 � | = 1-8 sin2 � + 8 sin4 �,
2^ 2) 22

маємо

2 -16 sin2 ~ +16 sin4 � = 1 - f4 sin� - 32 sin3 � + 32 sin5 �Ί.
2 2 I 2 2 2 J

Заміна: sin-^· = у. Отримаємо:

32y5 + 16y4 - 32y3 - 16y2 + 4y + 1 = 0,
або 2y = x, остаточно x5 + x4 - 4x3 - 4x2 + 2x + 1 = 0.

Отримали рівняння попередньої задачі. Оскільки

х = 2sin�2sinl8°,
2

многочлен для перевірки той же: χ2 + х - 1.·

І
Задача 4. У трикутнику Т-2 за допомогою бісектриси CL3,
вираженої двома способами, отримати рівняння п�ятого

ступеню.
�Оскільки /АСВ = /АВС = 2а, то /ВАС = 180° - 4а

(рис. 12.18). Із трикутника ACL3 за теоремою косинусів:

Zc2 = b2 + а2 - 2afecos(180° - 4a).
Оскільки а = 2fecos2a, то

ζ2 = Ь2 + 4fe2cos22a + 2Ь · 2&cos2acos4a. (1)

2о,Ь
З іншого боку І = cosa , або

а + Ь

,
2b 2bcos2a cos a cos 2a

L = cos a = 4b. (z)
b + 2b cos 2a 1 + 2 cos 2a

Порівняємо (1) і (2):

16b2cos2acos22a = (1 + 2cos2a)2(fe2 + 4fe2cos22a + 2fc · 2&cos2acos4a),
або

16cos2a · cos22a = (1 + 2cos2a)2(l + 4cos22a + 4cos2acos4a),

8(1 + cos2a)cos22a = (1 + 2cos2a)2 · (1 + 4cos22a +

+ 4cos2a(2cos22a -1)),
cos2a = у (a = 36°),

8(1 + y)y2 = (1 + 2y)2(l + 4i/2 + 4y(2y2 - 1)),
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або

8у2 +8/ = (1 + 4г/ + 4у2)(1 + 4г/2 + 8г/3 - 4у);
8у2 +8у3 = 1 + 4у2 + 8г/3 - 4г/ + 4г/ + 16г/3 +
+ 32г/4 - 16г/2 + 4г/2 + 16г/4 + 32г/5 - 16г/3,
або

32/+ 48/-16/+ 1 = 0.

Знову заміна 2г/ = х (а значить, многочлен
для перевірки х2 + х - 1). Маємо

х5 + Зх4 - 4х2 + 1'= 0.

Ділимо на х2 + х - 1:

х5 + Зх4 - 4х2 +1 = (х2 + х - 1)(х3 + 2х2 - х-1).

А

х5 + Зх4 - 4х2 + 1
ζ

їх2 + х - 1

х5 + х4 - х3 х3 + 2х2 -

х
- 1

2х4 + х3 - 4х2
2х4 + 2х3 - 2х2

- х3 - 2х2 + 1
- х3 - X2 + X

- х2 -

х + 1
- х2 - х + 1

0

Рівняння складено правильно. ·

Задача 5. За допомогою трикутника Т-2, трикутника CL3B,
відрізка Ъ -

а, формули бісектриси Іс отримати рівняння
п�ятого ступеня.
�Оскільки AL3 = а, то BL3 = b - а. Із трикутника CL3B

(рис. 12.20):
а2 = а2 + (Ь - а)2 - 2a(b - a)cos(180° - За),

або

(fc - а}2 + 2a(b - a)cos3a = 0. (1)

За формулою бісектриси: lc = а = -^-cosa, звідки
a + fc

& = �

а

2 cosa-1

Тепер формула (1) буде такою:

\2

або

2 cos a -1
а +2а

2 cosa -1
- a cos За = 0,

2 - 2 cos a

2 cos a -1
І +2І 2-2cosaY Зо In14 cos a - 3 cos a I = 0

2 cos a -1/
7

а

69



Λ Заміна cosa = у (a = 36°). Маємо:

z"

^?W-3i/)=o·
2-і

2y~·
2-2y

+ 2

2y-l

або

(2
- 2y)2 + 2(2y - 1X2 - 2y)(4y3 - 3y) = 0,

або
4 - 8y+4y2 +(Ay3 - 3uX- 8y2 +12y-4)=
= 4 - 8y + 4y2 - 32y5 + 48y4 + 8y3 -
- 36y2 + 12y = - 32y5 + 48y4 + 8y3 -
- 32y2 + Ay + 4 = 0;
значить,

32/ - 48/ - 8/ + 32/ - 4y - 4 = 0.

Заміна: 2x = у. Отримаємо x5 - 3x4 - x3 + 8x2 - 2x - 4 = 0.

Многочлен для перевірки x2 - x
- 1.

Поділимо:

х5 - Зх4 - х3 + 8х2 - 2х - 4 х2 -

х
- 1

х3 - 2х2 - 2х + 4

- 2х4 + 8х2 - 2х
- 2х4 + 2х3 + 2х2

- 2х3 + 6х2 - 2х
- 2х3 + 2х2 + 2х

- 4х2 - 4х - 4
- 4х2 - 4х - 4

о"

Рівняння складено правильно.
·

(Задача 6. За допомогою трикутника Т-2, відрізка Ь -

а

і теореми косинусів скласти рівняння п�ятого ступеню.
�із трикутника ACL3B за теоремою косинусів (рис. 12.20):

(Ь - а)2 = а2 + a2- 2a2cosa,
або

Ь2 - 2аЬ -І- а2 = а2 + а2 - 2a2cosa,
або

b2 - 2ab = a2(l - 2cosa).
Оскільки а = 2fecos2a, то

b2 - 4fe2cos2a = 4fe2cos22a(l - 2cosa),
значить,

1 - 4(2cos2a - 1) = 4(2cos2a - I)2 · (1 - 2cosa);
далі

1 - 8cos2a + 4 = 4(4cos4a - 4cos2a + 1 - 8cos5a + 8cos3a - 2cosa);

1 - 8cos2a + 4 = 16cos4a - 16cos2a + 4 - 32cos5a + 32cos3a - 8cosa,
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звідки 32cos5a - 16cos4a - 32cos3a + 8cos2a + 8cosa +1 = 0.

2cosa = x (a = 36°).
Многочлен для перевірки χ2 - x-1. Отримали рівняння

χ5 - χ4 - 4х3 + 2х2 + 4х + 1 = 0.

Перевірка свідчить, що рівняння складено правильно.

Зазначимо, що цей шлях складання рівняння може дати друге
рівняння п�ятого ступеню:

1 - 4cos2a = (4cos2a - 4cosa + 1)
- 8(2cos2a - l)2cosa,

але

8(2cos2a - l)2cosa = 8cosa(4cos4a - 4cos2a + 1) =
= 32cos5a - 32cos3a + 8cosa.

Тому
1 - 8cos2a + 4 = 4cos2a - 4cosa + 1 - 32cos5a + 32cos3a - 8cosa,
звідки

32cos5a - 32cos3a - 12cos2a + 12cosa + 4 = 0,
або

(2cosa = x) x5 - 4x3 - 3x2 + 6x + 4 = 0.

Перевірити можна многочленом χ2 - χ - 1. ·

(Задача
7. За допомогою трикутника Т-2, трикутника ACL3

і формули бісектриси скласти рівняння п�ятого ступеню.
� За теоремою косинусів із трикутникаACL3 (рис. 12.20):

Ь2 = а2 + а2 - 2a2cos3a,
або

Ь2 = 2а2(Ґ-cos3a). (1)
За формулою бісектриси

2аЬ 2аЬ
CL* = cos а або а = cos а,

а+Ь а+Ь

звідки
а = 2&cosa - Ь = &(2cosa - 1).

Підставимо в рівність (1):
Ь2 = 2b2(2cosa - 1)2( 1 - cos3a),

або

2(2cosa - 1 )2( 1 - cos3a) -1 = 0,
або

2(2cosa - 1)2( 1 - 4cos3a + 3cosa) -1 = 0;

(2cosa - 1 )2(2 - 8cos3a + 6cosa) -1 = 0.

Нехай χ = 2cosa. Тоді

(χ
- 1)2(2 - χ3 + Зх) - 1 = 0; (χ2 - 2x + 1)(2 - χ3 + Зх) - 1 = 0;
2x2 - x5 + Зх3 - 4x + 2x4 - 6x2 + 2 - x3 + Зх - 1 = 0;

- χ5 + 2x4 + 2x3 - 4x2 - x + 1 = 0.

або

x5 - 2x4 - 2x3 + 4x2 + x - 1 = 0.

Многочлен для перевірки: χ2 - χ - 1.

χ5 - 2χ4 - 2χ3 + 4χ2 + χ - 1 = (χ2 - χ
- 1)(χ3 - χ2 - 2χ + 1).
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Xs - 2х4 - 2х3 + 4х2 + х - 1

х5 - х4 - х3
- х4 - х3 + 4х2
- х4 + х3 + х2

- 2х3 + Зх2 + х
- 2х3 + 2х2 + 2х

х2 -

х
- 1

х2 - х - 1

О

с2 - х - 1

х3 - х2 - 2х + 1

Рівняння складено правильно. ·

Рівняння 6-го ступеню

Задача 1. За допомогою трикутника Т-2, відрізка BL3 і
формули бісектриси й теореми косинусів, отримати рівняння
шостого ступеню.
�Із трикутникаBL3C (рис. 12.20):

BL~2 � І 2 + а2 - 21 · а ·

cosa, (1)
BL3

= b--a = b-lc, (2)

,
2ab

L = cosa,c
a + b

a = 2bcos2a.

Перетворимо формулу (3)

_

2b · 2& cos 2a cos a
f'n �

4b cos a cos 2a

1 + 2 cos2a

(3)

(4)

(5)
b + 2b cos 2a

Тепер формула (2) стане такою:

4b cos 2a cos a
_ b(l + 2 cos 2a - 4 cos a cos 2a)

1 + 2 cos 2a 1 + 2 cos 2a

Піднесемо останній вираз до квадрату (квадрат суми трьох

чисел):

BL^ = b-a = b-lc = b--

ВІ^ =

(і + 2 cos 2a)2

^1 + 4 cos2 2a + 16 cos2 a cos2 2a + 4 cos 2a

- 8 cos a cos 2a -16 cos2 2a cos a

(1°)

Далі. Підставимо формули (4) і (5) в (1):

16b2 cos2 a cos2 2a . .. о cos2 a cos2 2a
� - 16bВІ% = 4b2 cos2 2a +

(l + 2 cos 2a)2 1 + 2 cos 2a

Віднімемо третій доданок від другого. Отримаємо:

16b2 cos2 a cos2 2a(l -1 - 2 cos 2a)
_

32b2 cos2 a cos3 2a

(l + 2 cos 2a)2 (l + 2 cos 2a)2
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Отже,

ВІ% = 4b2 cos2 2α -

32b2 cos2 a cos3 2a

(l + 2 cos 2a)2
(2°)

Порівняємо (1°) і (2°). Отримаємо:
1 + 4cos22a + 16cos22acos2a+4cos2a- 8cosacos2a- 16cos22occosa=
= 4cos22a + 16cos32a + 16cos42a - 32cos2acos32a.

Позначимо cos2a = t. Маємо:

St3 + St2 + 4i � St · ���(2t +1) + 1 � 0,

або

8t � · (2i +1) = 8f3 + 8i2 + 4i +1,

або

32ί2(ί + 1)(4ί2 + 4ί + 1) = 64ί6 + 64ί4 + 16ί2 + 1 +

+ 128ί4 + 16ί3 + 64ί3 + 16ί2 + 8ί.

або

128ί5 + 256ί4 + 160ί3 + 32ί2 = 64ίθ + 128ί5 +
+ 128ί4 + 80ί3 + 32ί2 + 8ί + 1,

або
64ίθ - 128ί4 - 80ί3 + 8ί + 1 = 0.

Заміна: 2t = χ. Маємо χ6 - 8χ4 - 10χ3 + 4χ + 1 = 0. (Многочлен
для перевірки χ = 2cos2a = 2cos72° =' 2sinl8°: x2 + x- 1).

x6 - 8x4 - 10x3 + 4x + 1 = (χ2 + x - l)(x4 - x3 - 6x2 - 5x - 1).
Рівняння складено правильно.

·

χθ - 8χ4 - 10χ3 + 4χ + 1 I χ2 + χ - 1

- χ6 + χ5 - χ4 χ4 - χ3 - 6χ2 - 5χ - 1

- χ5 - 7χ4 - 10χ3
- χ5 - χ4 + χ3

- 6χ4 - 11χ3
- 6χ4 - 6χ3 + 6χ2

- 5χ3 + 6χ2 + 4χ
- 5χ3 - 5χ2 + 5χ

- χ2 -

χ + 1
- χ2 -

χ + 1

0

Задача 2. За допомогою трикутника Т-2, формули

бісектриси й трикутника BL3C скласти рівняння шостого

ступеню.
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�За теоремою косинусів із трикутника BL3C (рис. 12.20),
враховуючи, що Z.CL3B = 180° - За, маємо:

а2 = І2 + (b - а)2 + 2lc(b
- a)cos3a. (1)

Подамо компоненти рівності (1) через &:

а = 2&cos2a, (2)
Ъ - а = b - 2fccos2a = &(1 - 2cos2a), (3)

_

2a&cosa
с

а + Ь
'

г.
. , 2abcosa. cОскільки I =

а, то а = ,
або

е
а + Ь

а + b = 2&cosa,
звідки

а = lc = -b + 2bcosa. (4)

Підставимо (2), (3), (4) в (1):
4&2cos22a = (2fccosa - b)2 + &2(1 - 2cos2a)2 +

+ 2&(2bcosa- Ь)(1 - 2cos2a)cos3a.
Маємо:
4(2cos2a - l)2 =4cos2a - 4cosa + 1 +(1

- 2(2cos2a - l))2 +
+ 2(2cosa- 1) · (1 - 2(2cos2a- l))(4cos3a- 3cosa);

4(4cos4a - 4cos2a + 1) = 4cos2a - 4cosa + 1 + (3
- 4cos2a)2 +

+(4cosa - 2) · (3 - 4cos2a)(4cos3a - 3cosa).
Заміна cosa = t (a = 36°).
16i4 - 16i2 + 4 = 4i2 - 4i + 1 + 9 - 24i2 + 16i4 + (12t -6-

- 16i3 + 8i2) · (4i3 - 3i);
16i2 - 4 + 4i2 - 4i + 1 + 9 - 24i2 + 48i4 - 24f3 - 64i6 +32i5 -

- 36i2 + 18i + 48i4 - 24i3 *= 0.

значить, 64i6 - 32i5 - 96i4 + 48i3 + 40i2 - 14i - 6 = 0.

Заміна: 2t = x. Остаточно маємо

x6 - x5 - бх4 + 6x3 + 10x2 - 7x - 6 = 0.

Перевіримо, поділивши многочлен на x2 - x
- 1.

х6 - X5 - 6х4 + 6х3 + 10х2 - 7х - 6

X6 - х5 - х4
- 5х4 + бх3 + 10х2
- 5х4 +-5х3 + 5х2

х2 -

х
- 1

х4 - 5х2 + х + 6

х3 + 5х2 - 7х

х3 - х2 - х

бх2 - бх - 6

бх2 - бх - 6

0

Рівняння складено правильно.
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Рівняння 7-го ступеню

І
Задача 1. За допомогою трикутника Т-3, трикутника АСІ

(І � інцентр), враховуючи, щоАГ
= R-2г, отримати рівняння

сьомого ступеню.

�Оскільки (рис. 12.21) R =

2 sin 4α
(із АІСНχ), r = -Jtg<x,

ТО

AI = R-2r=�\�- 2tga|; СІ = R = ; АС = .

2^ sin 4a J 2sin4a 2cos2a

За теоремою косинусів АІ2 = АС2 + СІ2 - 2АС · Cicosa.

Маємо

1 \2 2 2 2
1 І а а

Л
a qqsu.

2tga =

5 + 5 2 ,

sin 4α ) 4 cos 2a 4 sin 4a 4 sin 4a cos 2a

звідки

f 1
π,

Ϋ 1 1 2 cos a
2 tga = - + z .

sin 4a ) cos 2a sin 4a sin 4a cos 2a

Помножимо обидві частини рівності на sin24a.

Отримаємо
(1 - 8sin2a(l - 2sin2a))2 = 16sin2a(l - sin2a) + 1 - 8(1 - sin2a)sina.

Заміна у
= sina (a = 18°).

Отримаємо
(1 - 8z/2( 1 - 2l/2))2 = 16l/2(1 - z/2) + 1 - 8(1 - z/2)z/,

або

(16г/4 - 8z/2 +1)2 = 16z/2 - 16г/4 + 1 - 8y + 8z/3.
Заміна: 2y = x (многочлен для перевірки x2 + x - 1):

(x4 - 2x2 + l)2 = 4x2 - x4 + 1 - 4x + x3,
або

x8 + 4x4 + 1 - 4x6 + 2x4 - 4x2 = 4x2 - x4 + 1 - 4x + x3,
або

x8 - 4χθ + 7x4 - x3 - 8x2 + 4x = 0,
звідки остаточно

x7 - 4x5 + 7x3 - x2 - 8x + 4 = 0.

Перевіримо отриману рівність:

Рис. 12.21



xr - 4x5 + Ίχ3 - x2 - 8x + 4| χ2 + x - 1

χ7 + x6 - x5 I x5 - x4 - 2x3 + x2 + 4x - 4

- x6 - 3x5
- x6 - x5 + x4

- 2x5 - x4 + 7x3
- 2x5 - 2x4 + 2x3

x4 + 5x3 - x2
x4 + x3 - x2

4x3 - 8x

4x3 + 4x2 - 4x
- 4x2 - 4x + 4
- 4x2 - 4x + 4

0

Рівняння складено правильно. ·

І Задача 2. За допомогою трикутника Т-2 і трикутника ACL3
скласти рівняння сьомого ступеня.

�Оскільки ZCL3A = За (рис. 12.20), то за теоремою косинусів:
b2 = а2 + а2 � 2a2cos3a, або

b2 = 2а2(1 - cos3a). (1)
Враховуючи, що а = 2fccos2a, співвідношення (1) запишеться

так: Ь2 = 2 · 4&2cos22a(l - 4cos3a + 3cosa), або 1 = 8(2cos2a -1)2(1 -
- 4cos3a + 3cosa). Далі: 1 = 8(4cos4a - 4cos2a + 1)(1 - 4cos3a+
+ 3cosa), або

1 = 32cos4a - 128cos7a + 96cos5a - 32cos2a + 128cos5a -
- 96cos3a + 8 - 32cos3a + 24cosa.

Заміна: 2cosa = x. Маємо: x7 - 7x5 - 2x4 + 16x3 + 8x2 - 12x-

-7 = 0. Многочлен для перевірки: χ2 - χ
- 1.

χ7 - 7χ5 - 2χ4 + Ібх3 - δχ2 - 12χ - 7 χ2 -

χ
- 1

χ7 - χ6 - χ5 χ5 + χ4 - δχ3 - 6χ2 + δχ + 7

χ6 - 6χ5 - 2χ4
χ6 - χ5 - χ4
- δχ5 - χ4 + 16χ3
- δχ5 + δχ4 + δχ3

- 6χ4 + 11χ3 + 8χ2
- 6χ4 + 6χ3 + 6χ2

δχ3 + 2χ2 - 12χ

δχ3 - δχ2 - δχ

7χ2 - 7χ - 7

7χ2 - 7χ - 7

θ�
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Рівняння складено правильно.·
Задача 3. За допомогою трикутника Т-2 і трикутника L3CB,
відрізка Ъ - а отримати рівняння сьомого ступеня

(рис. 12.20).
� Із трикутника L3CB\

а2 = а2 + (& - а)2 - 2а(Ь - a)cos(180° - За). (1)

~
,

а , a(l-2cosa)Оскільки Ь =
,
то Ь - а = � L.

2cos2а 2 cos 2а

Формулу (1) запишемо так:

а2
Л

а о
« a(l-2cos2a)

� + а + 2а ·

2 2
а = а + -

4 cos 2a
-2a ·

2 cos 2a 2 cos 2a
cos 3a,

або

� + 1 +
Il - 2(2cosz a -1) ІЛ 3 ) n* - 1 14 cos a - 3 cos a I = 0.

2cos2a-l 1 '

4(2 cos2 a -1^ 2 cos a 1

Заміна cosa = x. Маємо

1
+
(l-2(2x2 -l))-(4x3 -3x)-l

+ χ = θ.

4^2x2 -if 2x2 -1

1 4x3-Зх-2І2х2-lUx3-3x)-l , n

я- + 5�5 1� + 1 = 0;
4І2х -1 2x2 -1

1 4x3-3x-l-(l6x5-12x3-8x3 + 6x) , n

ί 2 ?
+ 4-ΊΓ- 1 + ι = θ;

4(2x2 - if 2x2 -1

ifex2 - if
4x3 - Зх -1 - 16x5 + 12x3 + 8x3 - 6x

2x2-1
+ 1 = 0;

1 24x3 - 9x -1 - 16x5 .
n

sr + ή + 1 = 0;

4(2x2-lJ! 2x2-1

1 + 4(24x3 - 9x - 1 - 16x5)(2x2 - 1) + 4(2x2 - l)2 = 0;
"

1 + 4(48x5 - 18X3 - 2X2 - 24x3 + 9x +1 + 16x5) + 4(4x4 +1 - 4x2) = 0;
1 + 256x5 - 128x7 - 168x3 - 8x2 + 36x + 4 + 16x4 + 4 - 16x2 = 0;
128x7 - 256x5 - 16x4 + 168x3 + 24x2 - 36x - 9 = 0.

Заміна: 2x = у. Остаточно,

у7 - 8y5 - у4 + 21y3 + 6y2 - 18y - 9 = 0.

Перевіримо складене рівняння (многочлен для перевірки
у2 - у

- 1): у7 - 8у5 - у4 + 21у3 + 6у2 - 18у - 9 =

= (У2 - У
- 1) · (У5 + У4 - 6у3 - 6у2 + 9у + 9).·
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Рівняння 10-го ступеню

Десятий ступінь � із однієї формули!

І Задача 1. Скориставшись трикутниками Т-2 і ACL3,
формулою бісектриси скласти рівняння десятого ступеня.

� Маємо

. 2аЬ
L = cos а,с

а + Ь

оскільки Іс = а, то

a + fe = 2&cosa. (1)
Із трикутникаAL3C (рис. 12.21):

Ь = а^- COS За).
Тепер співвідношення (1) можна записати так:

- cos За) + а = 2a^2(l - cos За) · cos а.

^Перетворимо останній вираз:

(Ж- COS з£) + if = (272^- COS 3α) � cos of,
2(l - cos3a)+1 + 2^2^- COS 3a) = 4 cos2 a(2 - 2 cos 3a).

Розглянемо вираз:

2-8 cos3 a + 6 cos a + 1 + 2д/2(і - cos 3a) = 8 cos2 a - 8 cos2 a cos 3a, (2)

8cos2 a - 8 cos2 «(4 cos3 a - 3cosa)= 8 cos2 a - 32 cos5 a + 24 cos3 a. (3)
Підставимо вираз (3) в (2) і відокремимо вираз із коренем:

2д/2(і - cos За) = 8 cos2 а - 32 cos5 а + 24 cos3 а - 3 + 8 cos3 а - 6 cos а,

або

(2^/2(l - cosЗа)^. = (- 32cos5 а + 32cos3 а + 8cos2 а - 6cosa - 3^,
або

8 - 32cos3a + 24cosa = (32cos5a - 32cos3a - 8cos2a + 6cosa + 3)2. .

Права частина рівності виглядатиме так:

1024cos10a - 1024cos8a - 256cos7a + 192cos6a + 96cos5a -
- 1024cos8a + 1024cos6a + 256cos5a - 192cos4a - 96cos3a -

- 256cos7a + 256cos5a + 64cos4a - 48cos3a - 24cos2a + 192cos6a -

- 192cos4a - 48cos3a + 36cos2a + 18cosa + 96cos5a 96cos3a -

- 24cos2a + 18cosa + 9.

Зведемо подібні в обох частинах рівності й отримаємо
1024cos10a - 2048eossa - 512cos7a + 1408cos6a + 704cos5a -

- 320cos4a - 256cos3a - 12cos2a + 12cosa +1 = 0.

Нехай x = 2cosa. Остаточно,

х10-8х8-4х7 + 22х6 + 22х5-20х4-32х3-Зх2 + 6х+1 = 0.
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Многочлен для перевірки х2 - х - 1.

х10 - 8х8 - 4х7 + 22х6 + 22х5 ·

Х10-Х9-Х8

х9 - 7х8 - 4х7

20Х4 - 32Х8 - Зх2 + 6х + 1 х2 -

х
- 1

А,

- бх8 - Зх7 + 22х6
- бх8 + бх7 + бх6

- 9х7 + Ібх6 + 22х5
- 9х7 + 9х® + 9х5

7х8 + 13х5 - 20х4
7х6 - 7х5 - 7х4

20х5 - 13х4 - З2х3
20х5 - 20х4 - 20х3

7х4 - 12х3 - Зх2
7х4 - 7х3 - 7х2

- 5х3 + 4х2 + бх
- 5х3 + 5х2 + 5х

- х2 + х + 1
- х2 + х + 1

деА = х8 + х7 - бх6 - 9х5 + 7х4 + 20х3 + 7х2 - 5х + 1.

Рівняння складено правильно. ·

Основний «монстр» � рівняння 13-го ступеню
Задача 1. За допомогою трикутника Т-2, порівнюючи вираз

для висоти hc, скласти рівняння тринадцятого ступеню.
� Проведемо висоту СН3 (рис. 12.23). Із ААН3С:

hc frcos�α
2

(1)
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Із kCL3Hs:
h� = I sin3a.
c c

Із ACL,:
sin 4a sin a

або

7 _

a sin 4a
''c ~ ; ·

sma

Підставимо (3) в (2):

,
a sin 4a · sin 3a

hc =

:
sma

(2)

(3)

(4)

Порівняємо (1) і (4), отримаємо (враховуючи, що b = ):
2 cos2а

або

За
a cos�

2_ _

2 cos 2а

a sin 4а

sina
sin За,

. ... За
sm а = 4 sm 4а sm�cos 2а.

2
(*)

Заміна: � = 6β. Тоді вираз (*) буде таким:
2

δίη4β = 43ΐη16β3ΐη6βοο38β.
Перетворимо його так:

3ΐπ4β = δβίηδβοοβδββίηδβοοβδβ,
або

1 = 16οο34β3ΐη6βοο328β,
або

1 = 16(1 - 23ίη22β)(33ίη2β - 43ΐη32β) · (1 - 83ΐη22β(1 - 3ΐη22β))2.
Заміна 3ΐη2β = у.

16(1 - 2/)(3y - 4y3)(l - 8г/2(1 - у2))2 = 1;

16(3г/ - 4/ - 6/ + 8г/5)(1 - 8/ + 8у4)2 = 1;

16(8/ - 10/ + Зг/)(1 - 8/ + 8/)2 = 1;

у · 16(8/ - 10/ + 3)(1 + 64/ + 64/ - 16/ + 16/ - 128/) = 1;

16у(8/ - 10/ + 3)(64/ - 128/ + 80/ - 16/ + 1) = 1;

16у(512/2 - 1024/° + 640/ - 128/ + 8/ - 640/° + 1280/ -

-800/ + 160/ - 10/ + 192/ - 384/ + 240/ - 48/ + 3) = 1;

16/512/2 - 1664/° + 2112/ - 1312/ + 408/ - 58/ + 3) = 1;

8192у13 - 26624г/11 + 33792/- 20992/+6528/ - 928/ + 48у - 1 = 0.
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2у = х (213 = 8192).
х13- ІЗх11 + 66х9 - 164х7 + 204х5 - 116х3 + 24х - 1 = 0.

Многочлен для перевірки: а = Зф°, звідси

2β = - = 18°,
2

звідси у = sinl8°, звідси
х = 2sinl8°,

відповідно х2 + х - 1 � многочлен для перевірки.

X13 - ІЗх11 + 66хб - 164х7 + 204х5 - 116х3 + 24х -1 = (х2 + х -

- 1) · (х11 - х10 - 11х9 + 10х8 + 45х7 - 35х6 - 84xs + 49х4 + 71х3-

-22х2 - 23х + 1).

х13 - ІЗх11 + 66х9 - 164х7 + 204х5 - 116х3 + 24х - 1 | х2 + х
- 1

х13'+ х12 - х11 Га
-х12 - 12хп

-х12 - х11 + х10

-х11 - х10 + 66х9

-Их11 - 11х10 + 11х9

ІОх10 + 55х9

10хХ0 + ІОх9 - ІОх8

4$х9 + ІОх8 - 164х7

45х9 + 45х8 - 45х7

-35Х8- 11х7

-35х8 - 35х7 + 35х8

-84х7 - 35х6 + 204х5

-84х7 - 84х6 + 84х5

49х8 + 120х5

49х8 + 49х5 - 49х4

71х5 + 49х4 -116х3

71х5 + 71х4 - 71х3

-22х4 - 45х3

-22х4 - 22х3 + 22х2

-23Х3 - 22х2 + 24х

-23х3 - 22х2 + 23х

х2 + х
- 1

х2 + х - 1

О

де:

А = х11 - х10 - 11х9 + ІОх8 + 45х7 - 35х6 -
- 84х5 + 49х4 + 71х3 - 22х2 - 23х + 1.

Рівняння складено правильно.
®
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ОМОЛОДЖУВАННЯТЕОРЕМИНЬЮТОНА

Теорема Ньютона не була особливо популярною. Про те, що

центр кола, вписаного в чотирикутник, розташований на

відрізку, який з�єднує середини діагоналей, згадують, як

правило, тоді, коли хочуть проілюструвати застосування метода
допоміжного елемента (в даному випадку площі). Та все ж було
б несправедливо не згадати про обернену задачу (із серії
«Несподіванки обернених задач»), яка добре відома любителям

геометрії і яку важко розв�язати без застосування теореми

Ньютона:

ІДкщо в описаному чотирикутнику одна із діагоналей ділить

другу навпіл, то цей чотирикутник � дельтоід.
�Д оведення. Нехай діагональ АС ділить навпіл діагональ

BD описаного чотирикутника ABCD (рис. 13.1). Оскільки за

теоремою Ньютона центр О вписаного кола належить діагоналі
АС, то Z.DAC = ZBAC, а це значить, що діагональАС� бісектриса
кута BAD, і чотирикутник, який ми розглядаємо � дельтоід. ·

Цікавість до теореми Ньютона може зрости, якщо

чотирикутник «вироджується у трикутник». Її зручно сформулювати
(і довести) у вигляді таких теорем.

Теорема 1. Коло, вписане в трикутник ABC, дотикається до

сторони ВС в точці Кг Довести, що пряма, яка з�єднує середину
Е сторони ВС з центром вписаного кола, ділить відрізок АК±
навпіл.

Теорема 2 (ідентична теоремі 1). У трикутнику ABC через

серединуМ± сторони ВС і центрІвписаного кола проведено пряму,
яка перетинає висоту АН1 в точці Е. Довести, що відрізок АЕ
дорівнює радіусу г вписаного кола.

Доведення виходить безпосередньо з теореми 1.

Зробимо важливе зауваження:

Досі не зазначалося, що теорема
Ньютона поширюється:

1)на випадок, якщо замість

середини Мг буде середина дуги ВС кола,
описаного навколо трикутника ABC

(точка W);
2) якщо вписане в трикутникABC

коло з центром І і точкою Кг (точка
дотику до його сторони ВС) замінити
зовнівписаним колом з центром Іа
і точкою 7\ (точка дотику до

Рис. 13.1 сторони ВС).
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Теорема 3 (для точки W). Навколо

трикутника АВС описано коло, яке

бісектриса кута ВАС перетинає в точці

Wr Довести, що пряма W1K1 перетинає

висоту АН± в точці D так, що DHt = г.

�Доведення. Нехай пряма І

перетинає висоту АНг в точці Е (рис. 13.2).
Трикутник K1W1M1 подібний до

трикутника тому

DH,і .. кіні
(1)

MrWr м1к1

Трикутник W1M1/ подібний до трикутникаАЕІ, а трикутник

М1ІК1 подібний до трикутника М^ЕН^

MjW, МГІ МгКг MtK,

Порівнюючи вирази (1) і (2), отримаємо АЕ = DHV Але за

теоремою 2: АЕ =

г, значить, DHr = г.*

Переходимо до завнівписаного кола.

Теорема 4 (теорема Ньютона для кола).

Пряма М1/ висікає на відрізку ІаТ1 відрізок QTV який дорівнює

г, а відрізок QI ділиться точкою Мг навпіл.

�Доведення (рис. 13.3). Оскільки IWX = W1Ia (див.
«Трикутник в задачах»), то M1VT1 � середня лінія в трикутнику

IIaQ, а значить, ІМг =

Але AT1QM1= ΔΚ^ΙΜ-μ відповідно, TXQ = ΙΚχ = г. ·

Теорема 5 (теорема Ньютона для завнівписаного кола).
Пряма ІаМг перетинає пряму АНІ в точці U. Доведіть, що:

1) UА =

га; 2) T\D = DA (точка D � перетин прямої ТгА і

иіа).
�Доведення (рис. 13.4).

1) Трикутник IaW1M1 подібний до

трикутника IaUA:

MM IaWx
UA ІаА

2) Трикутник CMyW^ подібний до

трикутника АІаТ2 (Т2 � точка дотику

зовнівписаного кола і прямої АС):

M(WX CW1

Т2Іа

-

АІа
·

(1)
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Порівняємо вирази (1) і (2) і, враховуючи, що

IaW^W1I
= CWv

отримаємо UА = Т2Іа = гд.
·

Теорема 6 (точка Wt і завнівписане коло). Пряма Т11У1
перетинає пряму АН± в точці U± так, що H1U1 = га (аналогія
з теоремою 3).

�Доведення (рис. 13.5).
1) Трикутник T1W1M1 подібний до трикутника Т1С71Н1:

UiH, Τ,Η, (1°)

2) Трикутник W1M1Ia подібний до трикутника UAIa. Маємо:

AU
=

ІаЦ
=
JaM! + м-р

= !
мр

мр\ їм їм їм'
Із подібності трикутників ІаТМі і иМ^Н^.

Мр _ мм
ІМ

�

тм
'

Підставимо (2') в (1'):

AU
= + =

M\WX
~ +

ТМ
~

міті'
Порівнюючи (1°) і (3'), отримаємо:

U1H=UA = fa
(за попередньою теоремою). ·

Переходимо до задачі.
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Мі К,
Рис. 13.6

А

Задача 1. У трикутникуАВС пряма АКг перетинає вписане

коло в точці D так, що інцентр І належить відрізку MD.
Знайти периметр трикутника, якщо ВС = a, AD

= t.

�За теоремою Ньютона AD = DKX = t (рис. 13.6). Оскільки

АКХ
· AD =АК22 (К2 � точка дотику кола і сторониАС), то

t · 2t = (р - а)2, або р
- а = J2t; р = -J2t + а. ·

Відповідь: V2i + а.

І
Задача 2. У прямокутному трикутникуABC(ZC = 90°) катети

дорівнюють а і Ь. Пряма М2І перетинає катет ВС в точці D.

Знайти BD.

� Оскільки в прямокутному трикутнику катети є висотами, то

за теоремою Ньютона BD
= г.*

І Задача 3 (трикутник постійних відношень). Трикутник
(рис. 13.7).

� Постійні: перетин прямих МгІ і КгМ дають точку N. Тоді:

1)M1N
= ND(1 : 1);

2) MN : NK1 = 1 : 3;

3)M1F:FK1 = 2 : 1;

Α)ΑΝ: NF = 3 : 1.

Оскільки за теоремою Ньютона AD = DKV то задача

зводиться до знаходження відношень відрізків чевіан. ·

Задача 4. Побудувати трикутникABC за точками Μν Ηχ, І.

Задача 5. Побудувати трикутник за ήα; b - с; г.

Задача 6. Побудувати трикутник за Μν Іа; Hv
Вказівка: застосувати теорему Ньютона для

зовнівписаного кола.
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Задача 7 (!!!). У трикутникуАВС
Н � ортоцентр. Довести, що

якщо пряма 01 паралельна до

ВС, то пряма ІН

перпендикулярна до бісектриси кута ВАС.

В �Доведення (рис. 13.8).
Оскільки відрізок IKχ рівний і паралельний
до ОМг (це виходить із умови задачі),
то ОМ± = г. За теоремою Ньютона

AD =

г, а значить, MXD || ОА. Але через точкуМх проходить пряма

ΜγΕ IIОА (Е � точка Ейлера): значить, точки Еі D� збігаються,
і AD = DH, тобто ID � медіана трикутника АІН. Оскільки
ZAID = Z.DAI, то ID =AD, а це значить, що ZAIH = 90°. ·

ПРОВОКАЦІЙНА ОДИНИЦЯ
В ОБЕРНЕНИХ ЗАДАЧАХ

Визнано, що скласти нову, таку, що раніше не зустрічалася,
задачу � справа непроста. Ще складніше � скласти (чи
«піймати» ?) такий собі алгоритм для їх складання. Один із таких

алгоритмів ми зараз розглянемо.

Відомо, що в прямокутному трикутнику

2й + г=р. (1°)
Дійсно, якщо ZC = 90°, то 2г = а + Ъ - с, а с = 2R, і формула

(1°) правильна. Можлива і обернена задача: довести, що якщо в

трикутнику 2R + г = р, то він прямокутний. Виявиться, що

спрацьовує ефект «несподіванка оберненої задачі»! На відміну

від прямої, її розв�язати виявилося значно складніше.
Отже, в основу складання нових задач покладемо різні

співвідношення в трикутнику. Наприклад, у трикутнику ABC

(ZC = 90°):

a + b + 2R = 2p jp =

a + fr +

cj. (*)

А тепер домножимо формулу (*) на одиницю (!). Але вигляда-

С
тиме вона як � . її, цю одиницю, назвемо «провокаційною»

�

2R

із геть непоказної рівності вона створює нову (яка, до речі, може
виявитися неправильною!). Але, і тут сумнівів немає, доведення
її потребуватиме значних зусиль.

Отже, є умова. Потрібно довести, що кут С дорівнює 90°!
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Ό · С

Задача 1. Довести, що якщо в ЛАВС a + b + 2R =
��, то

R

ZC = 90°. Примітка·. 1 = �.

2R

�Доведення. Перший спосіб. Маємо:

с
а + b + = 2psinC,

sinC

або

(а + &)sinC + с = (а + b + c)sin2C,
або

(а + fe)sinC + с = (а + &)sin2C + csin2C, (1)
оскільки

(а + i>)sinC > (а + b)sin2C, a с > csin2C,
то після додавання цих нерівностей отримаємо:

(а + &)sinC + с > (а + &)sin2C + csin2C. (2)
Порівнюючи співвідношення (1) і (2), зробимо висновок, що

рівність можлива лише при sinC = 1. Зішачить, ZC
= 90°.

Другий спосіб. Рівність, яку ми доводимо, запишемо так:

0 = (а + fe)sinC + с - {а + &)sin2C - csin2C =
= (а + fe)(sinC - sin2C) + с(1 - sin2C) =
= (а + b)sinC(l - sinC) + с(1 - sinC)(l + sinC) =
= (1 - sinC)((a + &)sinC + c(l + sinC)).
Оскільки у других дужках усі доданки невід�ємні, то

1 - sinC = 0; sinC = 1; ZC = 90°.·

Задача 2. Довести, що якщо а + b + 2R = � (р �

півпериметр), то ZC = 90°. Примітка·. 1 = �-.
аЬ

h
�Доведення. Оскільки �- = sin В, то маємо:

а

. с с(а + b + c)sin£
sinC b

Враховуючи, що � =
, отримаємо: а + b + �-� = (a + b + c)sinC,

b sin В sin С

або

(а + &)sinC + с = (а + fe)sin2C + csin2C,
або

(а + fe)sinC(l - sinC) = csin2C - с,

звідки sinC = 1; ZC = 90°.·
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Задача 3. Довести, що якщо а + Ъ + 2R =
, то ZC = 90°.

Примітка: 1 =
р-с

�Доведення. Маемо

а + Ъ + 2R =
2р

. С�

tg2

або a + b +

1 +
tM 2P

або 2(α + d)tg � + с + tg2 � c = 2(a + b)+2c,
2 2

або

ЗВІДКИ
2(a + b^tgj -1) + c(tg2 j -l) = 0,

tg-|· - іїг(а + ь)+ cftg-|· +1 = 0,

tg�-1 = 0; ZC = 90°. ·
2

Задача 4. Довести, що якщо a + b + 2R = ^ргПс, то ZC = 90°.

Довести самостійно. с

Задача 5. Якщо а + R=p, ZA = ZB, то ZC = 90°. Довести.
�Доведення. Рівність a + R=p можна записати так:

2R = b + с
- а. Оскільки ZA = ZB, то а = &, звідки 2R = с. Тоді

ZC = 90°. ·

(Задача
6 (!!). Якщо в трикутнику 2R + г = р, то він

прямокутний. Довести.

�Доведення. Перший спосіб. Маємо: �-� + г = р.
sin А

Враховуючи, що r = (р - a)tg �, отримаємо: �-� + (р - a)tg� = р,
2 sin А 2

звідки

a|l + tg2y

2tg|
+ (p-a)tg�- р = 0,
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або

(2ρ· - a)tg2 - 2tg·^· ·

p + a = 0;
Δ £

tg-
ΑΊ

_

2p ± ι]±ρ2 -4a(2p-a) _
р + ^р-а).

1,2 2(2p - a) 2p - a

Далі

tgA) ,£±£ΖΪ. = ι, ZA.90·.
"

2p - a

t A, =P-P + «

2 2p - a 2p- а b + c

Доведемо, що в цьому випадку ZB
= 90°. Маємо:

. А
sm�

2

cos

_

2R sin А

�A 2B(sin В + sin С)

А
cos� COS

���; cos� = cos-
B-C 2 2

Q
. A A

2 sin� cos�

2 2

o
. B + C B-C�

2 sm cos

2 2

B-C

A = B-C, або 180°-B-C = B-C, ZB = 90°.

Другий спосіб. Застосуємо формулу

ΛΌ
. А . В . С

r = 4Bsm�sm�sm�.
2 2 2

Маємо:

ABC
2R + 4Bsin�sin�sin� = Bisin A + sinB + sinC).

2 2 2
v

Враховуючи, що

A .
В

. С . . .

2 + 4sm�sm�sm� = smA + sinB + smC,
2 2 2

маємо

cosA + cosB + cosC + 1 = sinA + sinB + sinC.

Враховуючи, що cos A - sin A = ^2 sin(45° - А), маємо:

2 sinini 45° - cos
B-A

+ 2sin^45° - ^cos«� = θ�
A + B

� ґлко CYo · A-B + C . A-B-C} A
sin 45° 2sm sm = 0
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1) ~ = 45°, С = 90°;

2) A-B + C = 0,A = B-C, 180° - (В + С) = В - С, В = 90°;

3) А-В-С = 0,А = Б + С,А = 90°.·
Задача 7(!!) (автор � Д. Басов). Довести, що якщо

a + b + 2R = 2p ,
то ZC = 90°. Примітка: і = .

hc h2

�Доведення. Запишемо дану в задачі умову так:

2Bsin А + 2BsinB + 2R = 2BsinA + 2BsinB + 2Д sin С) ·

ctg ?�.
V

Після скорочення маємо

�
л

·
о /

·
а

·
г,

. ~ cos A cos В /-і\
sin А + sm В +1 = (sm А + sm В + sm С) . і1?

sin А · sin В

Скористаємося співвідношенням для трикутника:

sin А + sin В + sinC = 4 cos �cos �cos �. (2)
2 2 4

Підставимо (2) в (1): sin А + sin В + 1 = 4 cos� cos � cos � ·

cos CQS B

,

2 2 2 sin A sin В

cos� cos A cos В

або sin A + sin В +1 = �
, або

. A . В
sin � sin�

2 2

o
. A + B A-В Λ if A-В A + B

2 sm cos +1 · � cos cos

2 2 J 2< 2 2

C 1
cos (cos(A

- B) + cos(A + B)),
2 2

(*)

або

2 cos
C fA-B^
� cos

2 I 2 J
+ 1II cos| ^2^ j � sin �I = cos

У
cos C).

Маємо

о
c 2a-b

2 cos � cos + cos

2 2

п C . C A-B . C
2 cos �sm � cos sin � =

2 2 2 2

C C
= cos � cos(A - B) - cos � cos C,

2 2

ґ
C . C (A-BY, , C

або cos sm� + (1 - sm C) = - cos� cos C,
2 2 I 2 J 2
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або cos sin

2

С . C . C

C
cos sin

2

cos sin �-

2 2

C C
Тоді cos � - sin � = 0 (значить, ZC = 90°) або

& *

A-B

2

Можна довести, що рівність (3) не виконується.

ЕСТЕТИКА СМАКУ І СМАК ДО ЕСТЕТИКИ

Спочатку мова піде про три задачі на побудову трикутника.

Позбавлені «пишної» умови, вони губляться, залишаються

непомітними, хоча не лише геометрична їхня цінність, а й

естетична, величезна. Тут є все, чого міг би зажадати гурман від

геометрії: світська історія, пов�язана з кожною з них, достатньо

складне розв�язання, несподіваність додаткових побудов і
тонкий зв�язок з іншими раніше розв�язаними задачами. І, звісно

ж, скромність умови! Таке собі ганчір�я, за яким прихована

справжнісінька королева.
Почнемо із задачі:

І Побудувати трикутник АВС за кутом А, медіаною тпа,

бісектрисою Іа.
Її поява на математичній Олімпіаді в Києві в вісімдесятих

роках минулого століття наробила багато галасу � задачі на

побудову «олімпіадники», та й просто учні математичних класів

не розв�язували. Судячи з усього, задача була запропонована для
виявлення формальних навичок � очікували розв�язання за

допомогою алгебри й тригонометрії. Однак умова

насторожувала: варто прийняти кутА за 90° і задача перетворюється...

у задачу Паппа:

Дивно, але саме ця задача і стала ключем до розв�язання!
Отож, переходимо до розв�язання.
�У трикутнику АВС подвоїмо сторону АС, отримаємо точку

D (рис. 15.1). Зрозуміло, що BD = 2ζηα. Проведемо бісектрису
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Рис. 15.1

АЕ кута BAD. Нехай іх � точка

перетину бісектриси кута ВАС

з прямою ВС.

Доведемо, що AALlE = �A. Для
2

цього·покажемо, що L^E || DC.
Дійсно,

CL1:L1B=AC:AB,
AD :АВ = DE : ЕВ. (1)

АлеAD = AC, тому вираз (1) запишемо так:

АС : АВ = DE : ЕВ = CLy: LXB.

Значить, ЬгЕ || DC і АСАІ^ = AALjE = і А.
2

Трикутник А£1£
� прямокутний (бісектриса А£х

перпендикулярна до бісектрисиАЕ). Цей трикутник можна побудувати
за гострим кутом і катетом. Отримаємо відрізок АЕ! ·

Розглянемо ще один трикутник DAB. Його можна

побудувати за стороною BD = 2ζηα, протилежним кутом BAD
= 180° -А

і бісектрисоюАЕ цього кута (задача Паппа).
Після побудови трикутника маємо елементи для побудови

трикутникаАВС. Перейдемо до другої задачі. Яка «безневинна»,
на перший погляд, умова!

І Побудувати трикутник за a, ha, Іа\
Дотримуючись принципа � шукай базисний трикутник, ми

легко його знайдемо � це трикутникAH1L1 (рис. 15.2).

Ів - с|� «Спец» із розв�язування задач одразу оцінить, що кут φ = 3�-�L

ζ

(ZL1AHr1), що приводить до осьової симетрії (рис. 15.3).
Проведемо через точку Мг вісь симетрії t й побудуємо точку Ар
симетричну до точкиА відносно осі t.

Розглянемо трикутник ААгС: його висота, проведена до

сторони ААр дорівнює заданій висоті ha. Оскільки ААХ || ВС, то

вісь t перетинатиме відрізокААХ в точці D так, щоAD
= DAV тобто
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медіана трикутника

Рис. 15.4

відрізок CD

ААХС, а

ZAXCA = ZAXCB
- ZACB,

тобто він дорівнює різниці \В - С| або
2φ. Залишається побудувати

трикутник АГАС за висотою,

медіаною, проведеною із тієї ж вершини,

що і висота, і кутом з цієї вершини

(аналог задачі A; ha; та). Для цього

(рис. 15.4) подвоїмо медіану АМГ
У паралелограмі ABDC (AD = 2τηα)

/ACD = 180° -А. Тому на відрізкуAD

побудуємо сегмент, який містить кут

180° -А, потім трикутник АН1М1 і

пряму М1Н1 «пронижемо» сегмент в точці С (рис. 15.4).·
Задача, яку ми розглянули, заявилася, мабуть, понад дві

тисячі років тому, але привернула увагу любителів задач на

побудову після виходу у світ книги Александрова «Збірник
геометричних задач на побудову», «завоевавшей
признательность широких математических кругов всего мира» (із
анотації). Задача в подальшому стала дуже поширеною,

щоправда, в дещо іншому вигляді: побудувати трикутник за а;

ha; В
- С. Розв�яжемо її другим способом.

�Побудуємо точку F, симетричну точці В відносно прямоїMN,

проведеної через вершину А, паралельно до ВС (рис. 15.5).

Побудуємо базисний трикутник AH1L1 і позначимо ZH1AL1 = φ.

Вирахуємо кут

ZFAC = 360° - 2В -А = 2(А + В + С) - 2В -А =

= 180° - (В - С) = 180° - 2φ (φ = Z^ALJ.
Трикутник CFB за катетом BF = 2ha і катетом ВС = а можна

побудувати. На гіпотенузі FC побудуємо сегмент, який містить

кут 180° - 2φ і «пронижемо» його прямою ΜΝ, проведеною

паралельно на відстані ha від прямої ВС. ·

Третя задача. Умова її над міру віроломна:

І Побудувати трапецію за двома кутами і двома діагоналями.
А як вона нагадує шкільні задачки: побудувати трапецію за

двома основами і двома діагоналями, побудувати трапецію за

чотирма сторонами... Спробуйте спочатку розв�язати її

самостійно. Тільки не питайте: «За якими двома кутами?».
� Проаналізуємо задачу (рис. 15.6). Якщо в трапеції ABCD

здійснити паралельний перенос в точку С сторониАВ і діагоналі

BD, то матимемо два допоміжних трикутники CFD і АСЕ.

Розглянемо трикутник CFD. Медіана CM цього трикутника

буде медіаною трикутникаАСЕ, оскількиAF = ВС = DE.
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Трикутник CFD не базисний, але його можна побудувати з

точністю до подібності, а значить, знайти кут CMD =

φ.

Тепер можна побудувати трикутникАСЕ за сторонамиАС, СЕ

і кутом φ між медіаною CM і стороною АБ. Далі очевидно. ·

Років п�ятнадцять тому на уроці одна з найкращих учениць

її розв�язала (у неї пішло на це хвилин 30-40).
І, зрештою, задача... про паралелограм. Таких задач серед

скарбів геометрії не так вже й багато. І знову � віроломна у своїй

простоті умова:

І Побудувати паралелограм ABCD за серединами висот BBV
ВВ2 і серединою М сторони AD.

�НехайК іL� середини висот ВВх і ВВ2 (рис.15.7). Побудуємо
відрізок ML. Оскільки AM = MD і BL = LB2, то ML || CD і

MLLBB2.
Отже, проведемо до відрізка ML перпендикуляр в точці L

і отримаємо пряму Z, якій належить вершина В. Проведемо
пряму КМ і відкладемо КР = КМ. Оскільки ΒγΡΒΜ �

паралелограм (ВК = КВг і КМ = РК), то ΖΡΒΚ = 90°, а це означає,

що вершина В належите колу γ, побудованому на відрізку РК
як на діаметрі. Перетин цього кола з прямою І р&е шукану точку

В. Далі побудова очевидна. ·
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НЕПОСТУПЛИВІСТЬ І АРИСТОКРАТИЗМ

БІСЕКТРИСИ КУТАТРИКУТНИКА

Тільки не подумайте, шановний читачу, що автор полюбляє

претензійні заголовки. З дивовижною точністю цей заголовок

розкриває суто «людські» риси елементів трикутника, зокрема,
властивості бісектриси внутрішнього (та, власне, й зовнішнього)
кута трикутника. Ці елементи, як і люди, живуть своїм життям,

своїми симпатіями і розбіжностями. Вони дружать, а може,

люблять один одного, сердяться і... страждають. Тяжка доля

випала саме бісектрисі внутрішнього кута трикутника. У

рейтингу елементів (див>: Побудова трикут-ника. � К.: Либідь,

1994. � С. 3) вона не відстає від висоти й медіани. Але варто в

умові задачі на побудову замінити висоту, наприклад ha, або

медіану, наприклад та, на бісектрису, наприклад Іа, то із задачею

відбувається «прикра» метаморфоза: вона або не має розв�язку
а; Ь; Іа чи а, А, Іь � або ж розв�язати її значно важче, аніж у

випадку з висотою і медіаною в умові. Простежте за умовою:

όζ, Ь,

hc

тс. Маємо на увазі: побудувати трикутник за а, Ь, hc
І,

Або (а; &; тпс); (а; &; Іс).

А якщо в умові задачі на побудову задано дві бісектриси, то

вона зовсім не матиме розв�язку: (a; lb; lc); (A; la; lb); (А; Іь; І^1.
В задачах на обчислення і доведення за трьома сторонами

висоту трикутника і медіану знайти можна досить просто � що

не скажеш про бісектрису. А знайти площу трикутника?

Згадайте задачу Штейнера-Лемуса? Скільки століть ніхто не

звертав уваги на непередбачувану «поведінку» двох

бісектрис?
І все-таки! Не будемо сердитися! Згадаймо, які задачі-перлини

нам подарувала саме бісектриса. Жоден з елементів трикутника
не любить коло (необхідність якого не зовсім очевидна �

формула Za2 = Ъс - Ь1с1) так, як бісектриса! Перетин бісектриси
з описаним колом дає нам дивовижну точку W, теорему

1 Замініть бісектриси висотами або медіанами � і розв�язання стане

можливим.
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«трилисника», формулуАІ
· IW = 2Rr, формулу Ейлера, врешті-

решт! Основи Lv L2, L3 дали бісектральний трикутник (див.:
Трикутник і тетраедр в задачах.

� К.: Рад. шк., 1992). Саме три

бісектриси відрізняються від трьох висот, трьох медіан
неможливістю побудови за цими елементами трикутника.

Зупинимося на цьому питанні детальніше.

Чому це важливо або неважливо? Про побудову циркулем і

лінійкою говорили ще з часів давніх задач: трисекції кута,

подвоєння куба, квадратури круга. Вивчення цього питання

дало одне з перших доведень неможливості в математиці.
Геометрична задача врешті-решт була зведена до алгебраїчної:
поняття про можливість побудови циркулем і лінійкою

прирівнюється до питання про розв�язання рівнянь в

.квадратних радикалах(
). За допомогою алгебри геометрична задача

на побудову зводиться до рівняння.

Так, наприклад, дослідник цього питання московський

математик В. Б. Фурсенко для дослідження задачі на

можливість побудови заA; mb\ г в тридцятих роках минулого століття

дослідив рівняння
t3 - 838 t2 + 379100 t - 3 611 159 296 = 0

і довів, що воно не має раціональних коренів. Три бісектриси
дозволяють надосить простому прикладі безпосередньо вивчити
це питання. Стверджуємо:

�Задачу будемо розв�язувати для часткових значень довжин

бісектрис. Зручно вважати, що дві з них рівні й будувати
рівнобедрений трикутник (от і знадобилася задача Штейнера-
Лемуса). У цьому випадку задача зводиться до дослідження

кубічного многочлена.

Якщо не робити такого припущення, то потрібно було б

розглянути рівняння шістнадцятого ступеню.

Отже, побудуємо рівнобедрений трикутник ABC (АВ =АС),
в якого lb = lc = І (рис. 16.1). Позначимо ZACL3

=

х, тоді

ZAL3C = Зх; ZCAL3 = 180° - 4х. Із ААСН1

АС =
ha

sin2x
(1)
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За теоремою синусів (ААСІ,3)
АС І

АС =

I sin Зх
(2)

sin Зх sin 4х sin 4х

Порівнюючи (1) і (2), отримаємо:

hn Zsin3x .

и
IsmSx

, звідки ha =

sin 2х sin 4х �2cos 2х

Нехай І = 4/гд, знайдемо
1 - 2sin2x = 2(3sinx - 4sin3x),

або

8sin3x - 2sin2x - 6sinx + 1 = 0,

Рис. 16.1

або

(4sinx = у) у3 -у2 - 12г/ + 8 = 0
� рівняння раціональних коренів не має, отже, задача не має

розв�язку! Три бісектриси не перестають дивувати!
Теорема. Якщо три бісектриси одного трикутника

відповідно дорівнюють трьом бісектрисам другого, то такі

трикутники рівні2.
�Доведення. Доведення ідентичне доведенню задачі

Штейнера-Лемуса (див.: Трикутник і тетраедр в задачах.
� К.:

Рад. шк., 1992. � С. 24).
Припустимо, що трикутникиАВС іА1В1С1 не рівні. Можливі

два варіанти нерівності відповідних сторін:
1) три сторони одного трикутника більші за три сторони

другого;

2) без обмеження узагальненості можна вважати, що сторони

трикутникаАВС (а, &, с) і А1В1С1 (ар Ьр сх) перебувають в такій

залежності:

а < av b > bv с > cv (1°)
Розглянемо перший випадок. Нехай сторони трикутникаАВС

будуть більшими, ніж сторони трикутника А1В1С1. Тоді в

трикутникуАВС знайдеться кут а, менший відповідно за кут аг
у трикутнику А1В1С1. Нехай кут а утворений сторонами t і /,
а кут � сторонами і fr Тоді довжини бісектриси цих кутів
(Z і Ζχ) будуть виражатися формулами:

�

Ζ =

о
α

2 cos�
2

1 1
- + �

t f

і h -

2 cos�

£ £
4 fi

Оскільки a < ap t > tv f > fv to I > Zp і отримали протиріччя.

2 За статею А. Жукова, І. Акуліна «Однозначно ли определяется

треугольник?» І Квант. � Ml. � 2003.
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Значить, сторони одного трикутника не можуть бути
одночасно більшими за відповідні сторони другого трикутника.

Розглянемо випадок 2). Скористаємося формулою:

К =Ьс 1- Ι¬ α?

Враховуючи нерівність (1°), робимо висновок, що Za2 > Іа 2. ·

Знову протиріччя. Теорему доведено!
1

Глава f7

ТРИ БОГАТИРІТРИКУТНИКА

Слова «три богатирі» миттєво викликають в пам�яті картину

Васнецова. І як би вона за багато десятиліть (а може, за століття)
нам не обридла, цей образ міцний і непохитний. Точно так само

висота, бісектриса й медіана, проведені з однієї вершини,
невідступно супроводжують шкільний, а швидше

�

поглиблений курс планіметрії. Скільки разів на шкільних, районих,
а може, й на міських олімпіадах фігурувала задача:

Побудувати трикутник за fta, Ζα, тпа
� блискуче застосування

допоміжного кола.

Розглянемо декілька метричних задач з компонентами ha,la,
та, маловідомими в популярній літературі.

І Задача 1. Дано: ha, Іа, та. Знайти R.
* Опишемо навколо трикутника ABC коло й продовжимо

бісектрису до перетину з колом в точці (рис. 17.1): R =
AW1
2 cos a�

де a �. кут ΜγWpA. Маємо:

la + LxWv =

sina

= М1Н1 - Lj#! =

yjma2-ha2 -/a2-ha2.
Значить,

Отже,

і ζ] -
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AWt = la
-Jm2 -hl- - ftg "I -JmZ-hZ

№-h2a J � ^-h2
�

ВІДПОВІДНО,

p = J_ pa-h2a e

MaV2a-b2a
�

І Задача 2. Дано: ha, la, ma. Знайти площу гострокутного
трикутникаАВС.

�Застосуємо результат попередньої задачі. Скористаємося
формулою

Оскільки трикутникM1W1L1 подібний до трикутникаH1ALV

Mft АНі

МаємоАНг = Лв; H.L, = -Jl2a - h2 ; Μ,Η, = -Jm2 - h2;

M1L1 = M1ff1
-

= Jm2a - h2 - ^l2-h2 .

Оскільки

· AH!

TO

Далі:

OM1
= R-M1W1=

- = -Jr2 - ОМІ = 7(л - OM^R + OMj).
2

Значить,
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X

/2 І хм 2 7,2
f'n I ГПп hn

2hn I2 - hba ua

+ �
2 2h�

2 7.2
- 1ιΔ

I2 - hba '*·

-h

2 "ъ
j2 IfIq.

+h =

2 ba

2 7.2
m�

- hf

= lb,.
im2-h2

,2 1,2Ιπ - b�
2--1 M~/t2 h

Ί2 A2la ~ha

\^a~ha , л

<£-b?
a

Отже,

f

S = h.\ha
2Rha- %

ία
2R - h,

2Rha - la
I
2

�Ύ7

� + hn

-.^-^ha(2R � ha - l^R � I2 - ha(2Rha -l2 + hal2)),

Де

Задача 3. У трикутникуABC проведено висотуAHV рръжж-

наякоїЛ, медіануАМр довжина якої/, бісектрисуAN. Точка
N� середина відрізкаМ1НГ Знайдіть відстань від вершини
А до точки перетину висот трикутникаАВС (рис. 17.2).
�із рівності трикутників ANH1 і WtMtN виходить, що

AN = NWV Значить, γ рівнобедреному трикутникуAOW\ ON �
висота, медіана і бісектриса. Із прямокутного трикутникаONW^
висота ΜχΝ: M±N2 = ОМ± · М1ТУ1 = ΟΜχ · h.

Але MrN2 = NH2
I2 - h2

, значить, ОМл =

4
1

l2-h2 .

�-�, звідки
ih

І
Задача 4. У гострокутному трикутнику АВС дано: АНг = h;
AH = t(H� ортоцентр); M1L1

= ЗнайтиА!^ (рис. 17.3).
�Маємо MjWj = АН1 = h. Позначимо W1L1 =

х;
=

у.

Тоді
x2 = h2 + y2. (1)

Нехай ВС � а. За теоремою про добуток відрізків хорд:

а а і о
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Звідси

4
X (2)

За формулоюAH'2 = 4Й2 - а2, маємо ί2 = 4R2 - а2. Із подібності

трикутників і AW^D (WXZ) � діаметр описаного кола):

х2 ґх2У
R =

-г-, отже, t2 = � -4-а2, звідки

a2=^-t2.Л2

Підставимо вираз (3) в формулу (2):

ν4 +2
2 х t 2

У
=
�77 X ·

h2 4

І, нарешті, підставимо в формулу (1):

�4 ,2
v2 а2 ,

х г 2
X = п ч� X .

Л 4h

(3)

Отримаємо

х4-2х2й2 + Л4--^- = 0.
4

Нехай х2 = z.

2 � ь2 4Λ4-ί2Λ2
л l4 4/l4-t2/l2

z - 2zh + = 0. 2lt2
= h ± Jh = k2±^.

2

, x
= ^h2 оскільки x =AL1 > h, to x = ^h2 +

Зазначимо, що, наприклад, h = 150; t = 132; x = 180.

Отже
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Задача 5. У гострокутному трикутнику
ABC проведено висотуAffp бісектрису
АІ»р медіану АМГ Знайти кут ВАС,

якщо ζί1ΑΗ1 = а; АМ1АН1 = β.
�Позначимо (рис. 17.4).

ZLjAB
= ALyAC = х. Маємо:

ВС = ΒΗ^ + СНг � h · tg(x-a) + h · tg(x+a),

BM =
ft-tg(x-a) + fe-tg(x + a)

2

М1я1 = h · tgp = Мгв
-

Нгв =

. . tg(x _ a).

tg x + tg a tg x - tg a
2tgP = tg(x + a) - tg(x - a) =

1 - tg x · tg a 1 + tg x tg a

tga + tga · tg2x = tgp - tgptg2a · tg2x;
tg2x · tga(l + tgatgP) = tgp - tga;

tg2x =
tgp-tga

=
tg(p-a), χ = arctg ·

tg a(l + tg a tg β) tga V tga

Задача 6. У гострокутному трикутнику висота ha, бісектриса
Іа, медіана та продовжені до перетину з описаним колом. Яка

з трьох отриманих хорд найбільша?

�Проведемо діаметр W±D � бісектриса). Три хорди
з однієї «сторони» від центра О. Із них найближчою до центру є

хордаАКТ. Значить, із трьох � вона найбільша. ·

Глава 18

НАЙКРАЩААВТОРСЬКА ЗАДАЧА,
АБОЖ 20 РОКІВ ПОТОМУ

У 1987 році на XXVIII Міжнародній математичній олімпіаді

від Радянського Союзу була запропонована і прийнята жюрі:

Бісектриса кутаА гострокутного трикутникаАВС перетинає

сторону ВС в точці L, а описане коло трикутника в точці N

(відмінної відА); КіМ� основи перпендикулярів, опущених
із L на сторони АВ і АС. Доведіть, що чотирикутник AKNM

рівновеликий з трикутникомABC.

Для її розв�язання стала необхідною дивовижна формула:

S = -AW1MN, (5)
2
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де Wj � точка перетину бісектриси кутаВАС з описаним колом,

М і N � проекції точки (основи бісектриси ALj) на сторони

АСІАВ.
За минулі роки задачу неодноразово аналізували. Формула

(5) доводилася різними способами і «призвела» до відкриття
нових залежностей. Але спочатку про історію створення цієї

дивовижної формули.

«Відпрацьовуючи» вписане півколо, я звернув увагу на

відрізок F1F2, де і F2 � точки дотику півкола до сторін

трикутникаАВС (рис. 18.1). Очевидно, що

FxF2 = 2Ra cos~·,
Λ

де Ra � радіус півкола з центром Lv Захотілося «зв�язати»

відрізок з елементами трикутникаАВС.

Оскільки Ra = АЦ sin�, то
2

FrF2 = 2la sin�cos� = la sin А (1)
2 2

(Ζα � бісектриса кута ВАС, L± � точка перетину бісектриси кута
ВАС і сторони ВС).

Співвідношення (1) можна було б отримати відразу, якщо

описати коло навколо чотирикутника AF1L1F2 і застосувати

співвідношення а = 2BsinA, але, можливо, тоді не було б і

формули (5). Вважатимемо отриманий вираз проміжним і отри-

, Ί
2Ьс А

маємо відому формулу Іа =� - cos�.

b + c 2

Тоді

2&csniA А
FR = cos�

b + c 2

S

Лcos
В-С

'

2

Вийшов «негарний» вираз

S = � F,Fq · 2Bcos
2

1 2

В-С

2

Але J�-�L �величинакутаміжвисотоюАН* і бісектрисоюALr

СерединадугаВС� точкаWv W\D�діаметр (рис. 18.2).
Оскільки ZOWjA = AW^AHy, то

2Bcos^^ = AW,
2

1
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А

(із прямокутного трикутникаADWj). Отже, отримали формулу

Β = |^2Α^.
Далі формула набуде вигляду:

S = -MNAW,,
2

де MiN � проекції точки на сторониАС і АВ.

Вирішив «обкатати» формулу на своїх учнях. Вони довели її

за допомогою теореми Птолемея: застосуємо цю теорему до

чотирикутникаА_ВИг1С (рис. 18.3). Отримаємо

b-BW1 + c-CW1 = a-AWv (1°)
Трикутники BW^C і F2L1F1 подібні (вони рівнобедрені й

ZBWXC = ΖΒ2ΒΒχ):

=
�,

або BWX
a - F1L1

FiF2

2S
Але = (доведіть!), тому

b + c

BWr =

a-2S

� (b + ete'
Підставимо вираз (2°) у (1°). Маємо:

(2°)

a-2S
� (b + с) = а · AWj,

звідки S = � F,F> · AW,.
2

Створена задача була надіслана в журнал «Квант»,

«зашифрувавши» її так:

І
Бісектриса кута А трикутника ABC перетинає описане

коло в точці Wp а сторону ВС
� в точці Lr
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ТочкиFvF2 � проекції точки на сторониАВ іАС, КгіК2 �
точки перетину відрізків J�1W1, F2W1 зі стороною ВС.

Довести, що SF^CKi + S]?2k2b
=

� Доведення (рис. 18.4). Покажемо, що трикутник ABC

і чотирикутник рівновеликі. Дійсно,

· AWi і S = jii*2 · AWX ·

Якщо врахувати, що площа п�ятикутника AF1K1K2F2
�

спільна, то твердження задачі доведено. ·

Було дивно, як задача потрапила на Міжнародну олімпіаду,
як «Квант» вирішив її надіслати, як жюрі 42 країн вибрало саме
її, але істинна моя любов до неї прийшла значно пізніше. Роки

показали глибину і різноманіття задачі як формули

S = -AW,MN,
2

1

так і задачі про рівновеликість.
3. А. Скопець якось обмовився, що гарна задача � це задача

з багатьма способами розв�язання.
Покажемо декілька з них.

* Перший спосіб (зліва-направо) (рис. 18.5).
Потрібно довести

S = -MNAW,,
2

1

або

fecsinA = MN �AW1. (1)
Опишемо навколо чотирикутника AMLN коло (рис. 18.5).

ОскількиAL � діаметр, то

.
л

MN
smА =

AL

і вираз (1) набуде вигляду
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Рис. 18.5 Рис. 18.6

MN
be ·��= MN - AW,,

AL
1

або be = AW1 ·ΑΣ, а це виходить із подібності трикутників

(«Дивовижна подібність»)AW1C lABL. ·
*Другий спосіб (справа-наліво).
Оскільки MN = Іа · sinA і ZLAH1 =

φ (рис. 18.6), то

AWr · MN = la · sin A · AW1 = la sin A · 2R cos φ =

= la cos φ · 2B sin A = ha · a = 2S.

* Третій спосіб(формули «на марші»),

В � С 2Ьс А
Маємо MN =7 sinA; AW, = 2J?cos , Ια =

τ cos�.
α

2 b + с 2

1 Β � C 1
Потрібно довести, що � la sin А · 27? cos = �be sin А, або

2 2 2

2bc A
OD

B-C ,

cos� 2R cos = be.
b + c 2 2

Отже, потрібно довести, що 4Bcos^cos = Ь + с, а це

А В-С
очевидно, оскільки b + c = 2/?(sinJ5 + sinC) = 4Лcos�cos .

·

2 2

� Четвертий спосіб. Потрібно довести:

be
fecsinA =AW1 · lasinA, або AW1 = �.

in

Маємо

Z?c
_

bc{b + c) _

b + c

A _ A
*

a 2bc · cos� 2cos�
2 2
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Отже, потрібно довести, що AW1 =

b + c

2

або, що теж саме,

АТ = ^· (1°)

(Т � проекція точки на АС (або АВ). Доведення формули
(1°) див. у розділі «Формули-близнюки»).

«Суто геометричне (!)» доведення

Зауважимо, що у «Кванті» (1988. � №4. � С. ЗО) було

опубліковано розв�язання задачі (див. «Перший спосіб»).
Про існування ще одного способу, у якому немає жодної

тригонометричної формули, повідомив журнал «Математика

в школі» (1988. � № 1).
Під час обговорення задач Міжнародної олімпіади

публікувалося інше розв�язання задачі (можливо, із матеріалів журі).
Це «суто геометричне» розв�язання, в основі якого за

допомогою допоміжного кола утворюються дві трапеції.
Отже, чотирикутникAMW^N і трикутникABC мають спільну

частину � п�ятикутникAMEFN (рис. 18.7). Залишається
довести, що

&FNB + &МЕС =

Опишемо навколо чотирикутникаAMLN коло. Воно

перетинатиме сторонуВС і в другій точці (перша� точка L) � точці Р.
Z.NPL опирається на дугу NL, а значить,

ZNPL = 180° -�, звідси ZNPB = �.

2 2

Розглянемо кут CBW±. Він опирається надугу СИ^, а значить,

також дорівнює

2 2

Отже, ANPB = ZPBWV відповідно, PN || WrB, і чотирикутник

W±PNB � трапеція. Аналогічно доводиться, що чотирикутник

MPW^C � трапеція, а значить,

= &BFN І SpW-jE
= &МЕС

що доводить твердження задачі.
Заради куража! Ще один спосіб!

Згадаємо «Етюд про вписаний півкруг».
У трикутник ABC вписано півкруг так, що його діаметр
належить стороні ВС, М і N �. точки дотику півкола зі

сторонами АС і АВ трикутника (рис. 18.8). Довести, що висота

АН1 належить бісектрисі кута MH^N.
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.А

Рис. 18.7

�Доведення. Опишемо навколо чотрикутникаАМВ17^ коло.

Йому належатиме точка Н1 (оскільки ZAH1L1 = 90°).
Оскільки

^АМ = ^ΆΝ,
то твердження задачі доведено.

Зв�яжемо цю задачу з нашою: точка Р є основою висоти,

опущеної із вершини А на сторону ВСІ

Значить, у трикутнику ALjB відрізок МР (він же MHj)
антипаралельний до сторониAL (рис. 18.9) і

ZMPB = ZBALj = �.

2

Отже, АМРВ = APBWV МР || ВИ\.
Ми обійшлися без допоміжного кола! ·

Застосування формули S = �AWi · MN.
2

Задача 1. Дано: A; la; AWV Знайти <SABC.
І · Оскільки MN = lasinA, то

S = �la sin А· АТУХ. ·
2

Задача 2. Побудувати чотирикутник, рівновеликий з даним

І трикутникомABC.
� Це чотирикутникANWjM. ·

Задача 3. Побудувати дельтоід, рівновеликий з трикутником

І ABC.

І · Це чотирикутникANWyM. ·

Задача 4. Побудувати чотирикутник, рівновеликий з три-

I
кутником ABC, щоб в нього можна було вписати круг.

� Це чотирикутникANWyM. ·

Задача 5. Довести, що S < В · Іа.
І �Доведення. Маємо
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S=-AW,-MN.
2

1

Оскільки

AW1 < 2R, MN = lasinA < la,
ToS<R-la.

·

Можна показати, що S С в · ha.
Доведіть!
На цьому «історія» задачі не

закінчується
� читайте «Формули-близ-

нюки».

Рис. 18.9

Глава 19

ФОРМУЛИ-БЛИЗНЮКИ

Покажемо і дослідимо нові формули, аналогічні до формули

S = -AWlMN. (5)
2

і

Ці формули я назвав «формулами-близнюками». Вони схожі
не лише «зовні» (це необхідна умова). Як і у формули (5), у них

є і аналітичне, і «суто геометричне» доведення, вони доводяться

різними способами, до того ж «породжують» чотирикутник,

рівновеликий з трикутникомАВС.

Звісно, як формула (5) вони не потраплять на Міжнародну
олімпіаду, хоча... хто зна...

Отже, перша формула-близнюк.

sAaL^U.U^ (1)

де AL± = Iа, U± і U2 � проекції точки W1 на прямі АС і АВ

(рис. 19.1).
Оскільки в чотирикутнику ABW\C сума кутів ABW\ iACW1

дорівнює 180°, то один із перпендикулярів (W1U1 і И\£/2) як

висота тупокутного трикутника буде обов�язково поза

трикутником АВС. Розглянемо допоміжну теорему.

b -l· с

Теорема. У трикутнику ABC UrA = .

2

�Доведення. Перший спосіб.Із AAU1W1(pnc. 19.2):

АСА = АЖ cos �.
1 1

2

109



Рис. 19.1 Рис. 19.2

Нехай DW± � діаметр описаного навколо ААВС кола. Із

АДАИ^:

AW1 = 2Rsi

Аиг = 2R sinfС + �I cos� = #(sin(C + A) + sin C) =

+ C.
\ 2 J 2 2

�Другий спосіб (без застосування тригонометрії).
Позначимо AUy=x, CWt = WtB =

у (рис. 19.3). За теоремою

Птолемея, застосованої до чотирикутникаABW^C:
yb + yc

= a>AWv
Звідси

а · AW,
У =

-; "*

Ъ + с

Оскільки трикутникAU}W1 подібний до трикутника CW1M1,
то

у
_

а 1 а · AW1 1 а · AW^b + с)
_

b + с ф

AWr "2? Х�2 "у ~2 aAW1 2

Перейдемо до доведення формули (1).

Перша формула-близнюк:

Формула і її доведення нагадує формулу (5).
� Перший спосіб. «Дивовижна подібність»: трикутник АІ^С

(рис. 19.4) подібний до трикутникаABW^.
АВ ALy
AW1

~

AC
�

або b-c = la �AW1.
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Домножимо обидві частини рівності на � sin А:
2

� Ьс · sin А = � 1� · AW, · sin А.
2 2

а 1

Оскільки

АТУХ · sinA = то S = � ІаЧД2 ·

е

2

*Другий спосіб. В основі доведення лежить формула (5):

S = -AWi · MN = · Іа · sin А = іAWj sin А · la = Іа. ·
2 2 24 ν

# 2
и,и2

^Третій спосіб. В основі доведення лежить співвідношення:

Αυ,-ίϋ.
AU·, . . fe + c)sinA

= � . Gin Δ � З ίМаємо иД2 = AWi · sin А = . sin А = ·

А
COS�

2

о
A

2 cos�
2

~ . 2bc A
Оскільки la = COS�, TO�

& + c 2

1TT TT ,
lfe + c)sinA 2bc A _ A

� U-JJn -l� = � -i � cos� = S. w

2 2 9pacA b + c 2

2

^Четвертий спосіб. В основі доведення лежить формула

"R Р

R = . Оскільки AW·, = 2.Rcos� ,
a U,U9 = AW,sinA, то

4S
1

2
1 2 \

В � с
Uγυ2 = 2R cos sin A.
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Маємо

1 χ 2bc cos �� π ζί

-LUM, = 2- · 2Я cos�-sin A =

2
1 2

2 b + c 2

abc A B-C 4RS A B-C
= cos COS = COS�COS

b+c 2 2 b+c 2 2

Оскільки

jB + C В
b + c = 2£(sin£ + sinC) = 4£sin cos�

-C
An

A B-C
= 4£cos�cos .

2 2 2

TO

±laUiU2=S. ·

П�ятий (геометричний) спосіб.

І Задача 1 (другарівновеликість)1. Довести, що чотирикутник
*
AU1L1U2 рівновеликий з трикутником АВС.

�Доведення (рис. 19.5). У чотирикутника AU1L1U2
і трикутникаАВС спільна частина � чотирикутникABL-JJy.

Доведемо рівновеликість трикутників L1BU2 і ВХСХС.
Висоти, проведені з вершини Ly на прямі АВ і АС, рівні.
Залишається довести, що ϋ2Β = t/xC. Але трикутники W1BU2
і WXCC/X рівні, оскільки WXB = WXC і W1U1 = Жх£/2. Значить,

U2B = U\C, і трикутники ВХВЇУ2і L-JJ^C рівновеликі, твердження
задачі доведено. ·

І Задача 2. Дано: A; la; AWV Знайти

*S = �la UMti CxC2=AWx"sinA. Значить,S = � Іа AWX sinA. ·

2 2

Задача 3. Трикутник ABC вписано в коло. На дузі ВС,

протилежній до вершини А, знайти точку X, щоб АХ була

діагоналлю чотирикутникаА[/хВхС72, рівновеликого з

трикутником АВС.

�Це буде чотирикутникАСхТУх{72.
·

Задача 4. На дузі ВС (див. попередню задачу) знайти точку
X, щоб чотирикутник з діагоналлю АХ був рівновеликим з

трикутникомАВС і в цей чотирикутник можна було вписати
коло.

Відповідь: чотирикутникACxWx£/2.
Друга формула-близнюк:

S = E1E2'R. (II)
ΒχΒ2 � проекції точки Ηχ на сторониАС іАВ трикутникаАВС

(рис. 19.6).

1 Перша рівновеликість: SABC
=

SAMW^N.
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Рис. 19.6Рис. 19.5

�Доведення.

ЕХЕ2 = ha � sin А
2S

� sin А = �

Rа

звідси S = ЕхЕ2 · R (рис. 19.6). ·

Задача 5 (третярівновеликість). Проведемо діаметрAD (див.

рис. 19.6). Чотирикутник AEXDE2 рівновеликий з

трикутникомABC. Довести.
�Доведення (першийспосіб).
Оскільки ZABjBg

= ZB (доведіть!), то відрізок ОА перпен¬
дикулярний до відрізка ЕуЕ2 (рис. 19.6), отже,

�Другий (головний!) спосіб. Чотирикутник AEXDE2 і

трикутник ABC (рис. 19.7) мають спільну частину �

п�ятикутник АЕγΚТЕ2.
Доведемо, що

Для цього доведемо, що чотирикутник E^yDC � трапеція,
тобто Е1Н1II DC. Дійсно, AACD = 90°, оскількиАВ � діаметр, а

Н1Е1 ±АС за умовою, тобто CD || TEV а значить, чотирикутник

EjHyDC � трапеція. Маємо SDKH =SKE с.
Аналогічно

доводиться, щоSH DT
= STE в.*

1 1

Про зв�язок ізогональних прямих з відрізком MN

Теорема. Нехай відрізки ААХ і АА2 ізогональні. Точки М і

N � проекції точки Ах на сторони АС і АВ трикутника ABC.

Тоді AA21MN.
�Доведення. Позначимо ZCAA2 = ΖΒΑΑχ = а. Опишемо

навколо чотирикутникаΑΝΑχΜ коло (рис. 19.8).
ΑΑΝΜ = АААгМ = 90° - а,

в ΔΑΕΝ:

ΖΑΕΝ = 180° -

а
- (90° - а) = 90°, що і потрібно було довести.

·
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Рис. 19.7

Має місце обернена теорема.
Третя формула-близнюк:

S = -MNAD, (III)
2

де Μ ΪΝ � проекції довільної точки X, яка належить стороні
ВС, на сторониАВ іAC, aAD � перетин прямої, ізогональної до
відрізка AX' з описаним навколо трикутникаABC колом.

�Доведення (рис. 19.9). Оскільки трикутники САХ і DAB

подібні, то абоAD ·ΑΧ =АВ · АС, чи
АВ АР

-АВ · АС · sin А = -АХ · sin А · AD.
2 2

ОскількиАХ · sinA = MN, то S = �MN AD. ·
2

Четверта формула-близнюк:

s=^t2.ad, (IV)

де Τχ і Т2 � проекції довільної точки X, що належить стороні
ВС трикутника ABC, на сторони АВ і AC, AD � хорда кола,

описаного навколо трикутникаABC, при цьому відрізки ТгТ2 і
AD � взаємно перпендикулярні.
�Д оведення. Доведемо^ що відрізкиAX' іAD � ізогональні

(рис. 19.10). Дійсно, якщо навколо чотирикутника АТ±ХТ2
описати коло, то очевидно, що

П\АХ = ХІ\Т2Х, П\Т2Х = ZDAB

як кути із взаємно перпендикулярними сторонами. Так

формули

S = -MN � AD і S = �Т,Т2 � AD
2 2
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� є однією й тією ж формулою, тому для них існує одна

рівновеликість трикутника АВС і чотирикутника ANDM (або

АТ^Т^.
·

Четвертарівновеликість.

І Задача 6. Довести, що чотирикутник ATrDT2 рівновеликий
з трикутникомАВС.

�Доведення (рис. 19.11). Перший спосіб. Оскільки

AD ± ТгТ2, а ХТ2ААВ, то ZT'1T'2X = ADAT2 (кути із взаємно

перпендикулярними сторонами).
Навколо чотирикутника АТ^ХТ2 опишемо коло:

АТ±Т2Х = АТ^АХ. А значить, ΑΊ\ΑΧ ADATZ, відповідно прямі

АХ і DA � ізогональні, значить В = �ТгТ2 AD. Але в чотири-
2

кутнику АГ1£)Т2 ітгТ2 · АВ = SATiDT2 ,
оскільки за умовою

ADXTjTg.
·

�Другий спосіб. ЧотирикутникATXDT2 і трикутникАВСмають

спільну частину � п�ятикутникAT\QUT2.
ДоВЄДЄМО, ЩО Sqqjj �

Проведемо висоту AHV
Розглянемо чотирикутник До¬
ведемо, що Т1Н1II CD. Дійсно,

АТ^Х = ΑΧΑΊ\ = ADAB = ABCD.

Значить, чотирикутникCT^^D�
трапеція,! SCTiQ=SDHiQ.

Аналогічно доводиться, що

&ит2в·
*

Намисто рівновеликості
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Глава 20

ПОШУКПОДІБНИХ ТРАПЕЦІЙ

Випадково «надибав» на розв�язок відомої задачі:
Через точку перетину діагоналей трапеції паралельно до
основ проведено пряму, яка перетинає бочні сторони в точці

MiN. Довести, що

а + Ь�

де а і Ь � довжини основ (рис. 20.1).
Задачу розмістили в задачнику за редакцією Μ. І. Сканаві

(№ 10.275), а доведення в розв�язнику мені було незнайоме!
� Провівши середню лінію ТР (рис. 20.1), автор розглядає дві

подібні (!) трапеції MBCN iATPD, звідки

ВС ТР . а
, або

MN AD MN
відповідно MN =

2ab
J ф

а + Ь

а + Ь

2Ь
9

Розв�язок з подібними трапеціями «шокував» своєю

лаконічністю, але... чому трапеції MBCN iATPD подібні?
Кути, у них, звісно, рівні, але пропорційність сторін не

очевидна! Навіть більше: щоб це довести, потрібно... вирахувати
відрізок MNI Коло замкнулося.

«Негативний результат
� теж результат!» � так постало

питання про пошук подібних трапецій. Тим більше, що ілюзія

подібності трапецій, вершини яких «ковзають» по сторонам

кута, існує.
Як же знайти подібні трапеції?

1. Трапеції зі спільними основами

Нехай в трапеції ABCD проведено пряму EF, паралельну до
основ.

Теорема. Якщо трапеції зі спільними основами подібні, то

їхня спільна основа є середнім геометричним двох інших основ

(рис. 20.2):
EF = -Jab .

�Дійсно, нехай EF || ВС || AD і EF = х. Тоді
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ВС EF
а а х . ГТ ж

=
, або � =

�, звідки х = -jab .

w

EF AD x b

Теорема (обернена). Якщо EF = Jab , то трапеції подібні.
Дійсно, із умови виходить пропорційність основ. Як буде

доведено, цього достатньо.

2. Основи трапеційНЕ збігаються (рис. 20.3).

Теорема. Дві або більше трапецій, вершини яких належать

сторонам кута, будуть подібні, якщо відношення основ однакові
(коефіцієнт подібності).
�Доведення. Нехай у трапеціяхABCD і A^C^Dj , вписаних

у кут К (см. рис. 20.3)

ВС BjCj
AD

~

'

Доведемо, що ці трапеції подібні. Отримуємо:

СЕ
=

СЕ-ЕР
=
СЕ(АР-ВС)

=

СВ ґАВ Л
=
ОД ίА&

_

J
АЕ

~

ED�АЕ
~

EDBC
~

Ed[bC J E1Dl ВД J
~

С& A^-BjC! С& EM С&
Е^Р^ В1С1 E^D^ A^Ei A^E^

Тому трикутники ABC і A1B1C1 подібні, й, значить,

паралелограми АВСЕ і А1В1С1Е1 подібні, відповідно, подібні й

трапеції. ·

І Задача 1. Розділити трапецію прямою, паралельною до її

основ, на дві подібних (рис. 20.2).
� Позначимо FE � шуканий відрізок. Нехай ВС = a;AD = Ь.

Тоді за першою теоремою: EF = Jab .

Коефіцієнт подібності

k = а : Jab = Ja : Jb (теорема 2).
Щоб знайти точкуF, треба розділити відрізокАВу відношенні

Ja :Jb.*
Задача 2. У трапеціїABCD з рівними основи а ІЬ проведено

середню лінію ТгТ2, паралельний до неї відрізок MN через

точку перетину діагоналей, і паралельний до основ відрізок
EF = Jab (рис. 20.4). Довести, що трапеції T1EFT2 і EMNF
подібні.

�Доведення. Доведемо,що EF = JMN -ТгТ2 .

Дійсно (рис. 20.4),

що доводить твердження задачі. ·
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к

D

Рис. 20.4Рис. 20.3

Теорема (/). У трапеції проведено пряму, паралельнудо основ.

Якщо в утворені трапеції можна вписати кола, то трапеції
подібні (рис. 20.5).
�Д оведення. Нехай EF � відрізок прямої, паралельної до

основ трапеціїABCD. Продовжимо бокові сторони трапеціїABCD
до перетину в точці S. Трикутники -SAB, SEF, SDC подібні.
Позначимо радіуси кіл, вписаних в трапеціїABFE і FEDC, як

г і R. Для трикутників SAB і SEF вони будуть зовнівписаними.
Побозначимо АВ = a, DC = b, EF = x. Із подібності

трикутників SAB і SEF:

а г

х R
(1)

Із подібності трикутників SEF і SDC (для трикутників SEF
і SDC г і R� радіуси вписаних кіл):

Поділимо почленно рівності (1) і (2):

Отже, EF
доведено. ·

а це означає, що твердження теореми

Рис. 20.5

Задача 3. Дві прямі, паралельні до основ

трапеціїABCD, ділять її на три трапеції, в

кожну з яких вписано коло. Знайдіть
радіус кола, вписаного в середню

трапецію, якщо радіуси двох інших кіл Ri г

(рис. 20.6).

�Оскільки всі три трапеції подібні, то

відповідні їхні лінійні елементи пропорційні.
Позначимо (рис. 20.6)ЕК = tvLM

=

t2, радіус
другого кола � х, ВС = а.
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Маємо (із подібності верхньої й середньої

трапеції):

_г _ а_
х

�

Із подібності середньої й нижньої трапеції:

(1)

(2)

Поділимо (1) на (2):

r-R
, або Але t±2 = t2

Х'Х Ч'Ч' х2 t2
� а.

X
_

ίι
# t2

0^2

Значить,

χΔ t2-а

Діагональна трапеція

Відрізок EF, проведений паралельно до основ трапеції так,

що дві нових трапеції подібні, має ще одну властивість:

чотирикутник AECF � трапеція!
�Доведемо це (рис. 20.7). Оскільки

ВС

EF
� і ZEBC = ZAEF,
ЕА

то трикутники ЕВС і AEF � подібні. Значить, ZECB =

= ZAFE = ZCEF, а відповідно, СЕ AF. ·

І обернено... (ознака подібності)
Якщо виявилося, що СЕ | AF, то трапеції EBCF і AEFD �

подібні (eF = Jab}.
�Дійсно, трикутник ЕВС подібний до трикутника AEF, і

трикутник CEF подібний до трикутника FAD � а це значить,

що трапеції подібні. ·

Задача 4(!>У трапеціїABCD проведено прямуEF, паралельну
до основ, причомуEC ||AF. Знайти відношення площі трапеції
ABCD до площі трапеції AECF, якщо ВС = a; AD = b

(рис. 20.8).
�Оскільки трапеції AEFD і EBCF подібні, то EF = Jab .

Позначимо площуAECF як S*. Маємо

AC-sinφ
2

(φ � кут між діагоналями). АлеАС · sincp = СН� висота трапеції
ABCD. Значить,
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Глава 21

ПОПУЛЯРНІСТЬ... ЗАДАЧІ

Уявіть собі, що задача може бути так само відома, як
музичний твір, афоризм, картина чи фільм. Просто коло її

популярності менше, аніж твору мистецтва, та й шанувальники такої

задачі � зазвичай спецалісти. Але чим більше людина
знайомиться із видатними витворамилюдських рук і генію, тим

глибший її духовний світ. Коли ж йдеться про геометрію, то

банальністю таке знайомство не назвеш.

Зараз ми познайомимося із задачею елементарної геометрії,
яка з�явилася наприкінці 1940-1950-х років у журналі
«Математика в школі» � автор Шебаршин (на жаль, не знаю

ім�я й по-батькові). Задача стала настільки популярна, що була
потім включена до багатьох задачників, а я � свідок того, як

один із негідників у приймальній комісії на екзаменах у ВНЗ

«різав» нею неугодних. Отже,
Задача. Довести, що якщо ZBAC = 120°, то ZL2L1L3 = 90°.

Можлива і обернена теорема. Нагадаємо, щоLv L2, L3 точки

перетину бісектрис внутрішніх кутів трикутника з

протилежними сторонами.
За довгі роки знайомства з цією задачею мені вдалося зібрати

різні методи її розв�язання. Гадаю, що читач із задоволенням

ознайомиться з ними.

Перший спосіб (рис. 21.1). Оскільки ZA = 120°, тобісектриса

2£?с «Д. Ьс ис
І = cos� = . Очевидно, що відрізок L}B =

,

д+с 2 Ь + с Ь+с
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Рис. 21.1 Рис. 21.2

значить,

LjB
_

ac(b + с) _ а_
ALY (b + c)· be b

Оскільки L^B
_

а

~L^A~~b1
то LXL3 � бісектриса кутаALyB.

Аналогічно доводиться, що L1L2 � бісектриса кута АЬХСУ а

це значить, що кут між цими бісектрисами дорівнює 90°, тобто
= 90°. ·

*Другий спосіб (рис. 21.2). Нехай Т � точка на продовженні
сторони АС. Оскільки Z.CALX = ZL1AB = ZTAB (кожний із них

дорівнює 60°), то АВ � бісектриса зовнішнього кута L±AT
трикутникаACLр а значить,

т + пЬ_
Іа

(CL1 = τη; LXB = η).
п

Або bn = I (τη + n), звідки � =
�-�, або �.

п т + п ЦВ а

Оскільки

А = то
а І^В' ЦВ І^В�

а це означає, що L1L3 � бісектриса кута ALXB. Аналогічно

доводиться, що LlL2 � бісектриса кутаAL^. ·

� Третій спосіб{кяъ. рис. 21.2). У трикутникуACLt точка �

центр зовнівписаного кола, яке дотикається до сторони AL1
(перетин бісектриси кутів LyAT і ACLX). Значить, LiL3 �
бісектриса кута АЬгВ. Аналогічно доводиться, що LiL2 �
бісектриса кутаALjC. ·
� Четвертий спосіб {авторство належить І. Ф. Шаригіну}. Із

точки L3 опустимо перпендикуляри L3E, L3F, L3K на прямі ВС,
AC, AL1 (рис. 21.3). Оскільки ZCALX

= ALjAB = /.BAF (кожний
із них дорівнює 60°), то відрізок АВ належить бісектрисі кута
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L^AN (AN � продовження сторони

AC). Оскільки CL3
� бісектриса кута

АСВ, то L3F = L3E. Окрім того,

оскільки відрізок АВ належить

бісектрисі кута NALV то L3F = L3K.
Значить, L3E = L3K, отже �

бісектриса кута AL-Ji. Аналогічно

доводиться, що L1L2 � бісектриса
кута СЬгА. Значить, Z.L2L1L3 = 90°. ·

^П'ятий спосіб (за допомогою

антивертикальних кутів) (задача 18, с. 37). ·
*Шостий спосіб. У бісектральному трикутнику

, 2(sinC + sin£)
tg<P= �L,

1 + 2 cos A

де φ
= ZL2L1Iz3, (див. Трикутник у задачах. � К.: Либідь, 1994.

� С. 63). Формула доводить пряму й обернену теорему.

Очевидно, що якщо 1 + 2cosl20° = 0, то φ
= 90°. ·

*Сьомий спосіб ви можете прочитати в книзі 3. А. Скопеця
і В. А. Жарова «Задачи и теоремы по геометрии» (Μ., 1962. �

С. 23). Розв�язування базується на властивостях гармонічної
четвірки прямих L3LV L3L2 й L3C, ША і варте уваги тим, що

доводить пряму й обернену теореми.
·

.
Глава

ЧАРІВНА ПІДСТУПНІСТЬ
ПЛОЩІТРИКУТНИКА

За деякими трьома елементами трикутника його можна

побудувати. Площу трикутника можна знайти за двома:

наприклад a; ha. Мабуть, багато хто з читачів думає, що якщо за

трьома елементами трикутник можна побудувати, то знайти

його площу в такому випадку можна завжди. Звісно, так воно і

є; питання ми змінимо так: наскільки складно це зробити? Проте
не втрачайте пильність, шановний читачу, � найпростіша
побудова трикутника � за трьома сторонами. Але знайти площу
значно складніше: потрібно знати тригонометрію або формулу

Герона. У методичній літературі питання обчислення площі за

трьома елементами, здавалося, з�ясовано. «Найкрутіші»
задачі � це: найти площу S трикутника за трьома медіанами,
за трьома висотами.

А підступність полягає у тому, що й справді є умови із трьох

елементів, коли знайти площу трикутника легко. Але це не

завжди так. За рівнем складності такі умови дуже різноманітні.
Особливо виділяєтся задача (хто би подумав?!) з умовоюΑ; Λα; ть(\)
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Пошук таких задач � неймовірно приваблива справа. Робота над
ними триває, а поки що

� вибране.
Форма запису: у всіх задачах цього розділу записуємо лише

умову, а мета одна
� знайти S, площу трикутника ABC.

І Задача 1. а, Ь, тс (рис. 22.1).
� «Подвоїмо» медіану СМ3. У трикутнику ADC (DC ='2тс)

відомі три сторони, а значить, можна знайти його площу за

формулою Герона. А трикутник ACD рівновеликий з

трикутником ABC. ·

І Задача 2. а; Ь; Іс.

*Перший спосіб. Застосуємо формулу lc =-^-cos�. Знайдемо
а + b 2

кут С і використаємо формулу S = � absinC.
2

�Другий спосіб. Через точку В (рис. 22.2) проведемо пряму,

паралельну до бісектриси CL3, яка перетинатиме пряму АС

в точціD. Позначимо х� відрізокВП. Оскільки Z.CBD = ZL3CB =
= ZACL3 = /.D, то ВС = CD = а. Маємо

Іс Ь lc(a + b)
х a + b9 b

Знайшли х, із трикутника DBC знаходимо кут CBD,
а значить, і кут С. Застосуємо формулу

S = �absinC. ·

2

І Задача 3. а; А; ть.
Перший спосіб. Маємо три формули:

а2 = Ь2 + с2 - 2&ccosA; (1)
±т2 = 2а2 + 2с2 - Ь2·, (2)
2&ccosA = 4SctgA. (3)

Із виразу (2):
Ь2 = 2а2 + 2с2 - ±ть2. (4)

Підставимо (4) і (3) у (1): а2 = 2а2 + 2с2 - 4zn62 + с2 - 4SctgA,
знайдемо
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с2 = � (4znf - a2 + 4S ctg a).3

Підставимо вираз (5) у (4):

b2 = 2α2 + ·|· (4znf -a2 +4S ctg a)- 4znf;

b2 = -a2- � m% + � Sctg A.
3 3 3

Помножимо вираз (5) на вираз (6), запишемо:

(5)

(6)

2 2 4S
Ь с =

sin2 А
= �(4т2 - a2 +4S ctg a)· �(a2 -znf + 2SctgA).

З З

Отримали квадратне рівняння відносно S.
�
Другий спосіб (допоміжна точка Q). Проведемо середню лінію

М±М2 (рис. 22.3). У трикутнику СМ2М1 точка Q � центр кола,

описаного навколо цього трикутника. Радіус цього кола

R, = · = QM2 = QMX.
4sinZCM2M1 4 sin А

Із трикутника QTM1 затеоремою Піфагора знайдемо відрізок
QT (Т � середина відрізка СМХ):

qt = Jr? - тм? = Jr? -�а2.
V 16

3. (аючи QT, можемо знайти ZQBT із прямокутного
трикутника QBT:

tg ZQBT = tg а =
QT

ТВ�
t QT

а = arctg .

ТВ

ТрикутникQM^визначений:QM2 =Ι^,Μ^ =

mb, QB =

Значить, можна знайти кут M2BQ (назвемо його β).
Отже, ЛМ2ВС

= α + β,

SM2BC =

J-S
= · BQ � sin(a + β), mb

· a sin(a + β) = S.

I Задача 4. a; A; la.

� Формула S = �MN � AWr, де MN
= la · sinA, тобто

2

ТВ

cosa

S = -la -sinΑ·ΑνΚχ.
2

Знайдемо AlWjCphc. 22.4).

(1)
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АЖ^АЦ + BJ^. (2)
Позначимо = х. Проведемо діаметр WXZ) (рис. 22.4).

Оскільки трикутник M1L1W1 подібний до трикутникаADWV то

* А
a - tg�

*2 х

2(la + х) 2R�

звідки

2 А
І. х + х = a-R-tg �.а

2

Отримали квадратне рівняння відносно х. За допомогою

відношення (2) знайдемо AWX і за допомогою формули (1)
знайдемо площу S.

І Задача 5. А; В; та.
^Перший спосіб. Позначимо кут ΑΜγΒ як φ (рис. 22.5). Із

ΔΑΜХС за теоремою синусів маємо

т� Ь т� с
=
~. -г\ = -�

(із ΔΑΜ.Β).sinC sin<p sinB sm<p
' і '

Перемножимо

або . s - (l + ctg! �).
sin В sin C sin2 φ 2 sin В sin C

Оскільки ctg φ = і (ctg C - ctg β),
2

то

& _

2zn2 sin A sin В sin C
�

4 sin2 В sin2 C + sin2(B - C)
�

^Другий спосіб. Оскільки

4τηα2 = 2b2 + 2c2 - a2 = 8B2sin2B + 8B2sin2C - 4B2sin2A =

= 4B2(2sin2B + 2sin2(A + B) - sin2A),

(1°)
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то

Рис. 22.5

R2 =�
т�

2sin2B + 2 sin2 (А + β) - sin2 A
�

і оскільки S = 2B2sinAsinBsinC, то

2т2 sin A sin В sin С
Β = ·

2 2 2�· (2°)
2 sin2 В+ 2 sin2 С - sin2 А

Доведемо ідентичність формул (1°) і (2°).
Фактично маємо довести таке:

4sin2Bsin2C + sin2(B - С) = 2sin2B + 2sin2C - sin2(B + C),
або

2sin2B + 2sin2C - 4sin2Bsin2C = sin2(B + C) + sin2(B - C),
або

sin2 В + sin2 C - 2 sin2 В sin2 C = � (sin2(B + c) + sin2(B - c)).2

Перетворимо ліву частину останньої рівності:
sin2B + sin2C - sin2Bsin2C - sin2Bsin2C =

= sin2B(l - sin2C) + sin2C(l - sin2B) = sin2Bcos2C + sin2Ccos2B.

У правій частині, після піднесення в квадрат sin(B + С) і

sin(B
- С) і зведення подібних членів, отримаємо ліву частину

рівності. ·

І Задача 6. А; В; І.

2Ьс А 1
� frcsinA

�Оскільки Іп = ��cos�, то �1� sin А = cos �, або
а

Ь + с 2 4 Ь + с 2

а
L · sin А · (b + с) 1 .

. А
о
_ / .

_ .

В = �

2
-
� la sin� 2B(sm В + sin С).

Оскільки =

л
А .

4 cos�
2

2 · 2R sin В sin С А
cos�, то

sin В + sin С 2

(1)

Zfl(sinB+ sinC)R =

Далі очевидно:

4sinB · sinC · cos�

2

sin2I В + � І sin A

g _ A £2
2

a

sin В sin(A + В)
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І Задача 7. А; В; г.

�
л а + Ъ + с
Оскільки р = 4 +

А В С\

ctgy+ ctgy + ctg�то

о %( ±
А В С^ 2 х

А В
S = гр = г ctg� + ctg� + ctg� = г ctg� ctg� ctg

\ 2 2 2 J 2 2

I Задача 8. Α; Λα; τηά.
� Перший спосіб. Маємо:

4m 2 = Ъ2 + с2 + 2&ccosA, (1)

або

а2 = b2 + с2 - 2bccosA, ha = � =

bcs^n

h� =�

be sin A
(2)

y/b2 + c2 - 2bccosA

Отримали систему рівнянь (1) і (2) з двома невідомими die.·
*Другий спосіб. «Подвоїмо» медіану та, отримаємо

паралелограм ABDC (рис. 22.6). У трикутнику АН1М1 кут АМ1ЙГ1
дорівнює а і

hn
sma = �

Нехай Q (допоміжна точка) � центр кола, описаного навколо

трикутникаADC, R±�� радіус цього кола. Тоді

2тп тп
т г = 2ВХ, або Я = ��.

sin(l80°-A) sin А

Відрізок QM± можна вирахувати за теоремою Піфагора (із
трикутника QMXA):

Оскільки ZCMXQ = 90° - а, то за допомогою теореми косинусів
із трикутника CQM± знайдемо від¬

різок СМХ =
�,

а значить, і площу
2

трикутникаАВС. ·

І Задача 9: A; ha; ть (!)

�Подвоїмо медіану ть, отримаємо

паралелограм ABCD (рис. 22.7).
Введемо допоміжну точку Q �

центр кола, описаного навколо
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трикутника M2DC. Радіус цього кола R± можна вирахувати:

2 sinА

Позначимо Е середину відрізка M2D. Із &EQM2:

QE = �ctgА.
2

Далі позначимо: Т � основа перпендикуляра, опущеного із

точки Q на пряму ВС; AM2BQ =

φχ; AQBT
=

φ2; ADBC
= a,

h
причому sin a = η-3�; QT = BQsin(p2 (із ABQT);

BQ = JBE2 + QE2 14 +(ν�εΑ> q (із ABQE і AM2QE).

Із ACQT: CT = JcQ2 - QT2 = - QT2 ; ВТ- CT = a.

Оскільки знайдено кут φχ (знайдено відрізки BQ і QE
в прямокутному трикутнику BQE), і знайдено кут φ2

= a
-

φρ
то, якщо виразити відрізки ВТ і СТ через R± і φ2 (відрізок QT
також знайдено), отримаємо сторонутрикутникаВС = а. А значить,

задану задачу можна звести до вже розв�язаної: а,А, тпь.
·

Задача 10: А; та; Іа (!!!)
І * Перший спосіб. Подвоїмо медіану: AD = 2пга (рис. 22.8).
У трикутнику CAD:

4та2 = Ь2 + с2 + 2ЬссовА. (1)
За формулою бісектриси:

. 2Ьс А
L = cos�.а

Ь + с 2

Із формули (1) маємо:

(Ь + с)2 ^Ь2 + с2 + 2bc = 4znfl2 - 2fcccosA + 2bc.

(2)

Рис. 22.8
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Із формули (2):

(b + c? =

4Ь2с2 2 А
П

COS

? 2

Прирівнюючи праві частини двох останніх формул, маємо:

47?і2 - 2bc cos А + 2Ьс =

72

4Ь2с2 2 А
cos �,

2

Тоді

Ab2c2 cos2 &с(2 - 2 cos А^2 - 4тп2/2 = 0.
2

Враховуючи, що

2-1

після скорочення на 4 маємо:

2-2cosA = 2(l-cos А) = 4sin2 �,

b2z»2™o2^ 72o^2^ ™2/2 n
0 c cos be · ln sin тпЛ� = U .

2 2
(*)

Отримаємо квадратне рівняння відносно Ьс.
Дискримінанті):

D = 1% sin4 � + 4τη2Ζ2 cos2 �.
α

2 2

;2 - 2 Л

lasin Т
,4 . 4 А . 2і2 2 А
l� sm � + 4пг�1� cos �

(&4 = �

2 cos2 �
2

Sin2
у

+ 72 0^4 А ,А 2 2 А
L· sm -f- 4т72>л cosа

2
0

2

2cos2 �
2

іа Sin2
у

+ 1ау
,2 . 4 Ά .2 2 Ά

/д sm � + 4тПд cos �
°

2
а

2

4 cos
2 А

� sin А.

<0.и =

Ьп

�Другий спосіб. «Подвоїмо» сторону АС, отримаємо точкуП:
CD = 2Ъ (рис. 22.9). Тоді BD = 2пга (теорема про середню лінію

трикутника). Проведемо бісектрису AF кута BAD. Ясно, що

AF ±ALr Покажемо, щоI^F || DC. За властивістю бісектрисиAL^.

L1B-.CLl=AB:AC.
За властивістю бісектрисиAF:
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D AB:AD = BF :FD.

АлеAD =AC, тому
AB :AC = BF : FD.

Значить,

I^B-.CL^AB :AC = BF:FD
� паралельність відрізків
доведена і

AALlF = -A.
2

Відповідно, із трикутникаAI^F
можемо знайти AF, бісектрису
трикутника ABD, а значить, у

трикутникуАВР є ABAD = 180° - A; BD = 2та, і бісектрисаAF.

Задача зводиться до знаходження площі трикутника Паппа

(аналог α; А; /а). Зазначимо, що трикутникАВР рівновеликий з

Грикутником
АВС (АВ � медіана АВСР). ·

Задача 11: А; та; ть (!!!).
�Маємо:

Підставляємо (3) в (1) і (2), маємо

4τη2 = 2b2 + 2c2 - α2 (1)

< 4m% = 2c2 + 2α2 - b2 (2)

a2 = b2 + c2 - 2bc cos A (3)

4zna2 = b2 + c2 + 2bccosA, (4)

4m2 = 4c2 + b2 - 4bccosA. (5)

Віднімемо від рівності (5) рівність (4), знайдемо:

4(лг62 - ζηα2) = Зс2 - б&ссоаА,
звідки

с2 = �(лг2 - ?га2)+ 2£>ccos А. (6)
З

Підставимо (6) в (4), маємо:

Ь -
= 4/Пд - с2 - 2bc cos А = - � (т% - /Пд)- 2bc cos A - 2bc cos A,

3

отже,

h2 16 2
fr = � m�

3
a

2S
Зазначимо, що be =

sin A

отримаємо

� - 4frc cos A. (7)
3

Тоді, перемноживши (6) і (7),
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=-(�Q V

4SJ

sin2 A
K2zn2 - 2zn2 + 6S ctg a)· � (47η2 - ml - 6S ctg a),3 3

або

(9 + 72cos2A)S2 + 18sin2A(znfe2 - 2ma2)S -
- 4sin2A(mb2 - m2)(4m2 - mb2) = 0.

Отримали квадратне рівняння відносно S. ·

�Другий спосіб розв�язання можливий за допомогою допо¬

міжної точки Q � центра кола, описаного навколо трикутника

авм2.·
І Задача 12: А; ть; тс (!!!).

Розв�язання аналогічне до попередньої задачі. Маємо:

4т% = 2а2 + 2с2 - Ь2 (1)

4т2 = 2а2 + 2Ь2 - с2 (2)

а2 =Ь2 +с2 - 2bc cos А (3)

Підставимо (3) в (1) і (2):

4тІ = Ь2 + 4с2 - 4bc cos А

4тп2 = с2 + 4Ь2 - 4bc cos А

с2~^2

ТОДІ

л»2 _ h2 .

4 L·2с - b +
θ

\rnb mc j.

Підставимо (6) в (5):

4τη2 = Ъ2 + � (τη2 - τη2)+ 4b2 - Abe cos A,
3

звідки

2 16 2 4 2 4bc
b =�mr mh + cosA.

15 15
6

5

Підставляючи отриманий вираз для Ъ2 в (6), маємо:

2 16 2 4 з 4bc
с =�ті т. + cos А.

15
6

15 5

2S ( 2S
Зазначимо, що Ьс =

, а значить, Ь2с2 =

sin A ^sinA
тоді, перемноживши (*) і (**), отримаємо

(4)

(5)

(6)

(*)

(**)

4S2

sin2 А
�
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4SZ

sin2 A

<16 2 4 a 8S . Yl6 2

=Ь"�-їїї"��ттсієЛ;Ь"�� 15
m2 +�ctgA I,

або

(225 - 144cos2A)S2 - 36sin2A(mc2 + m2)S -

- 4sin2A(4znc2 - 7п62)(4тпь2 - m2) = 0.

Маємо квадратне рівняння відносно S. ·

^Другий спосіб розв�язання можливий з точкою Q, центром
кола, описаного навколо трикутника АСМ3 (рис. 22.10).
Міркуватимемо так.

1) Нехай Q � центр кола, описаного навколо ААМ3С.
Подвоїмо ММ3 за точку М3 до точки N. Нехай Т � середина СМ3.

2) Розглянемо AQTM3 {AT = 90°); ТМ3 = �; ATQM3 = AA.
2

Тоді із Δζ)ΤΜ3:

QT = ^-ctgA,
3) Розглянемо AQTN:

QM3 = R1 =
mc

2 sin A

TN =

5

її�1-

звідси QN = JqT2 + TN2 = V9ctg2 A + 25,
6

QT
Z.QNT = a = arcsin = arcsin

QN

3ctgA

4) Розглянемо AAQN:

QA � �
�

m�

д/э ctg2 A+25

, QN =�y]9ctg2 A + 25 .

2 sin A

Із рівності трикутниківANM3 і BMM3

Маємо:

AN = ВМ = �mb.
З

b

.....

'

an2 + qn2-aq2
cos AQNA =

2ANQN

imb+^(QctS2 Α+ 2δ)- mr

2. .Z^e-^gctg2 A+ 25
3 6

4 sin2 A .
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COS /.QNA -

sin*
1 2

+ fecos2 A + 25sin2 a)- 9m2
__

Smbmc sin2 Aifectg2 A + 25

16m2 sin2 A + 9zn2 + 16m2 sin2 A - 9m2
_

8mbmc sin2 A^9ctg2 A + 26

= 2-

2 . 2
mb + zng

znbznc д/θ ctg2 A + 25

отже,

2 2

cos /.QNA = 2 mc
= cos β.

mbmc^9ctg2 A + 25

5) Розглянемо ΔΑΝΟ:

AN = ^-mb; CN = ^-mc; ACNA = ZAZVQ + AQNT,
Ο О

ТОДІ
AC2 = AN2 + CN2 - 2AN · CNcosZCNA =

4 <16 2 16 z
=

9mb
~�

rnbmc cos(a + $).

Зазначимо, що

cos(a + β) = cos a cos β - sin a sin β = д/і - sin2 a cos β - sin a-Jl - cos2 β =

9 ctg2 A
2 ть + mc

9 ctg2 A + 25 тьтс^9 ctg2 A+ 26

8 ctg A L
4

(m2+m2)2
~

=

^ctg2 A + 25 Ї mbmc (9 ^g2 A + 25)

2л/25(тп2 + m2) 3ctg A^m$m2(9ctg2 A+ 26)- 4(m% + m2)2
_

mbmc(9 ctg2 A + 25) mbmc(9 ctg2 A + 25)

10(mb + m2)- 3<Jmbm2(9ctg2 A + 25)
- 4(mb + m2)2 ctg A

mbmc(9ctg2 A + 25)

Отже, b = AC = -�д/ζη2 + 4m2 - 4mbmc cos(a + β).

Аналогічно с = AB = � -Jzn2 + 4zn2 - 4znbznc cos(a + β) із ΔΑΝΜ3,

тоді

1 2 /
� * � �

S = � frcsinA = �ут2 + 4m2 - 4mbmc cos(a + β):
2 9

χ + 4mb - 4mbmc cos(a + β) sin A,
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Де

io(znf + т2)- 3yrn%nic(9ctg2 A + 2δ)- 4(77^ + т2^ ctg A
cos(a + β) = � '

·
~ ~

^r-

mbmc\^ctg2 A + 25)

^Третій спосіб. Пункти 1- 4 аналогічні.

2 2
5) Розглянемо ACMB: CM = �тс; ВМ = �ть\

з з

ZCMB = 180° - ZM3MB = 180° - ACNA = 180° - (а + β);

5ДСМВ = �CM · BM sin ЛСМВ = � mcmb sin(a + β);
2 9

2
S&ABC = З^лсмв = � тсть sin(a + β}

При цьому:

sin(a + β) = sin a cos β + cos a sin β = sin a cos β + Vl - sin2 a-Jl - cos2 β =

_ 3ctgA
χ

2[ml + m2}
+

5
χ

�^9ctg2 A + 25 mbmcy]9 ctg2 A+ 25 ^9ctg2 A + 25

І о U2m2(9ctg2 A + 25)-
I 7- 6ctgA(m2 + m2)+5

V

1 _ �4Ь+?С^ =

] mbmjpctg2 A + 25Jf mbm2[9ctg2 A+ 25)
Тоді остаточно отримуємо

S
12ctg а(тп^ + m2^+ 10ymbm%(pctg2A + 2б)- 4(m2 + m2f

r3l9ctg A + 25

I Задача 13. Λα; ma; R.

�Позначимо φ кутAM,H, (рис. 22.11). Тоді sirup = �

тп

У трикутнику OMjA ΛΟΜγΑ = 90° -

φ. За теоремою
косинусів: R2 = ОМ^ + т2 -

20М1та · cos(90° - φ). Отримаємо
квадратне рівняння відносно ОМг

Із прямокутного трикутника

ОМ±С тепер знайдемо М1С, а

значить, і а. ·

І Задача 14. R; г, а.

Вказівка. Скористатися
формулою:

r = (p-a)tg� .
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Глава 23

ЗАДАЧАВ МІЛЬЙОНДОЛАРІВ

Ну як ще привернута увагу до задачі, у якої є дивовижна,

хоча, можливо, й суперечлива, привабливість: її класичне

геометричне розв�язання може зробити, мабуть, тільки сам

автор задачі.
Цінність задачі розпочинається вже з вишуканої умови.

І
Побудувати півкруг з кінцями діаметра на сторонах ВС і АС

заданого трикутникаАВС так, щоб він дотикався до сторони
АВ у заданій точці В (рис. 23.1).
Розв�язання складається із двох допоміжних задач:

Перша допоміжна задача·.

Всередині кута ВАС задано точку D. Побудувати

прямокутний трикутник DMN (Z.MDN = 90°), щоб його вершина
збігалася з точкою В, дві інші вершини належали (по одній)
сторонам кута і гіпотенуза MN була перпендикулярна до

заданого напрямку І (рис. 23.2).
�Задача розв�язується традиційно за допомогою гомотетії:

будуємо довільний відрізок M17V1, перпендикулярний до

променя І. На ньому як на діаметрі описуємо півкруг із центром

Ог З�єднуємо точки А і В, отримуємо точку В* і коефіцієнт
гомотетії

А = .

ВХА

Будуємо трикутник MDN, гомотетичний трикутнику

M1D1N1 із центром гомотетії точкою А і коефіцієнтом К.

Зауважимо (і це суттєво), що роль променя І може виконати будь-
яка пряма t із заданим напрямком (паралельно до променя І:

Аналіз.

Нехай півкруг побудовано (рис. 23.3). ТочкаО � центр, EF �

діаметр.
Друга допоміжна задача·.
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Будуємо трикутник EDF1. Для цього ми симетрично

перетворимо точку F і пряму ВС відносно точки D. Отримаємо

точку F1 і пряму п, паралельну до сторони ВС трикутника ABC.

Ця пряма перетинатиме сторони трикутника в точках В1 і Р, а

значить, кут CPF1 � заданий.
Оскільки ЕО = OF, то відрізок OD є середньою лінією

трикутника EF1F, а значить, EF1|| OD. Оскільки ZODB = 90°,
то відрізок EF1 перпендикулярний до сторониАВ.
У першій допоміжній задачі трикутник EF^D, аналогічний

до трикутника DMN, можна побудувати: кут EPF1 � задано,

як і точку D. Кут EDF1 � прямий (він суміжний з кутом EDF,
який дорівнює 90°), точки Е і F1 належать сторонам кута PC

і PF1, і гіпотенуза EF1 перпендикулярна до заданого

напрямкуАВ.

Побудова. Будуємо пряму, симетричну до прямоїВС відносно
точки D. Отримуємо точку Р, а значить, кут СРВ1, в який

вписуємо прямокутний трикутник з вершиною в точці D,
гіпотенуза якого перпендикулярна до сторони АВ. Отримуємо
точки Е і F1, а значить, і точку F (вона симетрична до точки F1

відносно точки D). На відрізку EF побудуємо півкруг.
Зазначимо, що задачу можно розв�язати за допомогою

алгебри, але це у «вартість» задачі не входить. Подамо це

розв�язання (рис. 23.4)
�Нехай D � точка дотику, ME || OD, TF || OD. Позначимо BE =

k, FC = I, OD = x. Покажемо, що величина k-l = d задана. Дійсно,
ОТ = ОМ, OD II TF II ME, звідси за теоремою Фалеса FD = DE.

Тоді маємо k - І = BD - DC, а ця різниця задана, оскільки точка

D � фіксована.
Тоді

ME + TF
Х =

�ї�'
або

2х = ME + TF = ktgB + ItgC. (1)
За теоремою Піфагора:

4х2 = MT2 = EF2 + (TF - ME)2 =(a-k-1)2 + (fttgB - ZtgC)2. (2)
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Порівнюючи (1) і (2), отримаємо

(fetgB + ZtgC)2 = (α - k - I)2 + (fetgB - ZtgC)2.
Далі

(fetgB + ZtgC)2 - (fetgB - ZtgC)2 = (a - k - Z)2,
звідки

. 4feZtgBtgC = (a-fe-Z)2.
Враховуючи співвідношення

fe = Ζ + d, 4(Z + d)ltgBtgC = (a- d- 2Z)2,

отримаємо квадратне рівняння відносно Z. Значить, знайдемо
точку F. ·

Так за що ж мільйон? За демонстрацію непересічного

інтелекту автора задачі, який, на жаль, автору книги невідомий.
Можу лише ще раз виразити захоплення геометричним

розв�язанням, чого і вам бажаю!

ФОРМУЛАЯКСЮЖЕТДЛЯ ДЕТЕКТИВА

В геометрії трикутника відрізок ОН досить помітний,
оскільки визначає пряму Ейлера. Довжину його можна

вирахувати за формулою

ОН2 = 9В2 - (а2 + Ь2 + с2). (1)
Із цієї формули виходить популярна нерівність

а2�+&2 + с2<9В2, (5)
при цьому знак рівності відповідає випадку рівностороннього
трикутника.

За допомогою формули Эйлера, про яку мова піде нижче,
можна вивести іншу формулу для ОН (вона не просто рідко
зустрічається, а й принципово відрізняється від загальновідомої
наявністю знаків +).

ОН2 - R2 Т ^4д2 - а2^4д2 - &2^4д2 - <1 (*)
R

Наявність у формулі знаків + наштовхує на думку, що з

формулою (5) не все гаразд і, можливо, вона правильна лише для

нетупокутного трикутника?!
Підозра посилюється, оскільки нерівність (ζ), очевидно,

неповна: в прямокутному трикутнику,, наприклад,

a2 + b2 + c2=8R2(l).
Маємо сюжет для детектива.� почнемо розслідування!
Доведемо формулу (*) і як наслідок (!) � формулу (1).
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� Має місце формула Эйлера

Нехай X= Н. Знайдемо тобто площа ортоцентрич-
ного трикутника

SH = ~Н1Н3 �H1H2sin(l80°-2A) = -�-2~sin2£-2~sin2Csin2A =

= і R2 sin 2В sin 2С sin 2А.
2

Оскільки один із множників може виявитися від�ємним
(у тупокутному трикутнику!), то останню формулу запишемо

так:

SH = � £2|sin2Asin2£sin2C|, і при = - 1-
ОІГ

Rz

або

8B2|coaAcosB · cosC| = |Л2 - ОН2|.
Оскільки для гострокутного трикутника (рис. 24.1)

cosAcosBcosC > 0, R > ОН

і для тупокутного трикутника (рис. 24.2)
cosAcosBcosC > 0, R > ОН

(обидва підмодульних вирази від�ємні), то знак модуля можна

прибрати!
ОН2 = В2 - 8B2cosAcosBcosC.

Оскільки AH = 2B|cosA|, ВН = 2B|cosB|, СН = 2B|cosC|, то

попередню формулу можна записати (ось де з�являється +):

R

де знак «мінус» відповідає гострокутному трикутнику, а знак

«плюс» � тупокутному.

Отже,

он2 = r2 +
^r2 ~ в2 · ^4д2 - &2 · ^4д2 - с2

R

що і потрібно було довести.
·

Виведемо з цієї формули, як наслідок, формулу
ОН2 = 9R2- (а2 + Ь2 + с2)

і перевіримо, чи справді вона універсальна, адже тут лише один

знак між QR2 і (а2 + Ь2 + с2).
Для цього формулу (*) запишемо так:

ОН2 = R2 + Q, (а)
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Де

_ 2 (4R2 - а2 )(4R2 - Ь2 )(4R2 - с2)
ч 5

·

R2

Далі маємо:

�2 �

(16Д4 - 4Д2а2 - 4Д2&2 + а2Ь2)(4й2 - с2)
Q �

5
�

R2

= Д-(64й6 - 16Я4а2 - 16Я4&2 - 16Д4с2 +

+ 4R2a2b2 + 4R2a2c2 + 4Д2с2&2 - а2Ь2с2) =

= 64Л4 - 16Д2(а2 + Ь2 + с2)+ 4(а2Ь2 + Ь2с2 + а2с2)-=
= 64Д4 - 16Д2(а2 + Ь2 + с2)+ 4а2Ь2 + 4а2с2 + 4Ь2с2 - 16S2.

Але за формулою Герона (якщо сторони трикутника �

ірраціональні числа):
16S2 = 4а2с2 - (а2 + с2- Ь2)2,

Q2 = 64Д4 - 16Д2(а2 + Ь2 + с2) + 4а2і>2 +4с№+ 4й2с2 - 4а2<? + (а2 + с2- Ь2)2 =

= 64R* - 16R2(a2 + b2 + c2) + 4а2Ь2 + 4Ь2с2 + а4 +1>4 + с4 - 2а2Ь2 + 2α?(? -

= 64Д4 - 16Д2(а2 + Ь2 + с2) + (а2 + Ъ2 + с2)2 = (8Д2 - (а2 + Ь2 + с2))2.

Отже, Q2 = (8Д2 - (а2 + Ь2 + с2))2, або Q = |(8Д2 - (а2 + Ь2 + с2)|.
«Розкриємо» отриманий модуль:

1) Q = a2 + b2 + c2- 8R2, якщо
a2 + b2 + c2> 8R2, (1°)

2) Q = 8R2 - (а2 + Ь2 + с2), якщо
а2 + Ъ2 + с2 < 8Д2. (2°)
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Отримаємо формулу (1) із формули (а).
Випадок (1°) доцільний при R2 - Q, тобто для гострокутного

трикутника:

ОН2 = R2- (а2 + Ь2 + с2- 8Й2) = 9Й2 - (а2 + Ь2 + с2).
У випадку (2°) в формулі (а) при ОН2 = R2 + Q для

тупокутного трикутника:

ОН2 = R2 + 8В2 - (о2 + Ь2 + с2) = 9В2 - (о2 + Ь2 + с2).
Залишається перевірити правильність нерівностей (1°) і (2°).
(1°). Отже, доведемо, що якщо кутиА, В і С гострі, то

а2 + b2 + c2> 8R2.

Дійсно, маємо: 4B2(sin2A + sin2B + sin2C) > 8В2,
або

cos2A + cos2B + cos2C < - 1,
або

- 2cosCcos(A - В) + 2cos2C < 0.

Враховуючи, що cosC > 0, маємо cos(A - В) > cosC.

Для визначеностіА > В. ТодіА - В < С, або:
А � В< 180°-А-В,

АА < 90° � правильно.

(2°). Нехай трикутник АВС � тупокутний. Доведемо, що
а2 + Ь2 + с2 < 8R2. Маємо: - 2cosCcos(A - В) + 2cos2C > 0.

Нехай ZC > 90°. Тоді cos(A
- В) > cosC, абоА - В < С, або ZA <

90° � правильно.

Тепер можна зробити остаточний висновок:

1) Якщо трикутник АВС� гострокутний, то

а2 + Ь2 + с2> 8R2 і ОН2 = 9Й2 - (а2 + Ь2 + с2).
2) Якщо трикутник АВС� тупокутний, то

а2 + Ъ2 + с2 < 8Й2, а значить, знову ОН2 = 9Й2 � (а2 + Ь2 + с2).
Отже, підозри знято!

Формула
ОН2 = 9.Й2 - (о2 + Ь2 + с2)

має місце для довільного трикутника!
А також!

Під час «розслідування» з�ясували всю «правду» про

нерівність (5):
Нерівність а2 + Ъ2 + с2 < 9В2 � незрозуміло! Отже,
1) Якщо ΔАВС � нетупокутний, то

8В2 < а2 + Ь2 + с2 < 9В2.
2) Якщо ΔАВС � негострокутний, то

а2 + Ь2 + с2 < 8R2.

3) Якщо ΔАВС � прямокутний, то

а2 + Ь2 + с2 = 8R2.
Справедливість перемогла!
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Глава 25

САМОДОСТАТНІСТЬЗОВНІВПИСАНОГО
КОЛА

Зовнівписане коло цілком закономірно порівнюється з колом,

вписаним у трикутник. Однак у нього є свої, притаманні лише

йому властивості, які ще мало вивчені.

Розглянемо деякі з них. Окрім власної собівартості, вони

дозволяють провести аналогії, які досі в математичній

літературі не зустрічалися.

J Формула (відрізок = г<?г·. (1)

�Доведення. Проведемо пряму IMV яка перетинатиме

відрізок ΙαΊ\ в точці Q (рис. 25.1). Оскільки JWX � Wx/fl, то

M1W1 � середня лінія в трикутнику IIaQ, а значить,

Μ^= ±QIa.
Але трикутники T±QMt і К1ІМ1 рівні, отже, T±Q = г і

що й потрібно було довести. ·

Формула IIа2 = 4J?(ra
� г)

(аналог формули Ейлера)

�Доведення. Проведемо діаметр DW± (рис. 25.2), в

трикутнику CW^D·.

CW12-=DW1-M1W1.
Застосуємо формулу (1) і отримаємо

IIа = 2CW1 = 2y]DWi � MXWX = 2^2Д·-^-^,
значить, ІІа2 = 4Л(гд

- г). ·

За допомогою формули

II2 = 4R(ra-r)
виведемо формулу Ейлера

OI2 = R2 + 2R�r.
а а

�Доведення (рис. 25.3). Оскільки

IWX = то за формулою медіани
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Позначимо ОІа = d. Маємо:

4Д2 = 2(Д2 - 2Rr + d2) - 4R(ra
- г),

або
4Д2 = 2R2 - 4Rr + 2d2 - 4Rra + 4Rr,

звідки
2d2 = 2R2 + 4Rr, або d2 = R2 + 2Rr. ·

a� a

I Формула Га = �� -.

p
� a

Хто ж не знає цю формулу? І справді. Але ми доведемо її,
скажімо так, «самодостатньо», незалежно від формул
вписаного кола. І допоможе нам в цьому знову відрізок M^WV або

формула

�Доведення. Перший спосіб (рис. 25.4). Трикутники

CW,M, ІАКП подібні: = Оскільки
1 1 3

ІК3 АХ3

АК3
=

р
-

a, M-^W^
- то га

- г = �або
2 р � а

аг Ар -а + а) rp S
га = г + = L = �� =

.

p-а p-а p-а р-а

Другий спосіб. Маємо MXWX = atg γ·
= ra

-

г, або
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ra = atg� + r.

�

,
A r r S

Оскільки tg� =
,
to ra

= a + r =
.

2 p-а p-а p-a

Задача 1. Довести, що ra
> г.

�Д оведення. Оскільки M1W1 > 0, то або г > г. ·
а

Задача 2. Пряма (7\ � точка дотику зовнівписаного

кола до сторониВС трикутникаАВС) перетинає продовження
висотиΑΗγ в такій точці U, що Нги = га.

�Доведення (запропонованоЯковлевимС.).

Відомо, що ТгМг =

b-c

2
(рис. 25.5). , значить,

=
p(b-c)

а

= ТіМі + МіЯі =

b-с
+

Ь2 - с2
2 2а

Трикутники T1M1W1 і подібні:

нги
'

ПозначимоHyU = x. Тоді

b-c

2 .. ra
- Г

p(b - с) 2 -х

а

Маемо: х = . Але S = га(р
- а), отже,
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а

Нова чудова і дуже перспективна аналогія

АГ · = 2Дг, (1°)

^a-W = 2^· (2°)
Аналогія простежується і у самому доведенні:

Доведемо формулу (1°). Оскільки isCDW^ ~ ΔΑΙΚ (рис. 25.6),

2Д CW!
АІ~г

Враховуючи, що СЖ* = IWV маємо:

2Rr = AJ-IW\.
Доведемо формулу (2°). Оскільки AAJaT2

~

zlDWjC (рис. 25.7),

Враховуючи, що CWj = /�Жр маємо:
2Д CW1

ІаА га

АІ · І Ж, = 2Дг .

а а 1 а

Новий спосіб доведення формули Ейлера
для зовнівписаного кола:

OIa2 = R2 + 2R-ra.
Проведемо пряму ІаО, яка

перетинатиме коло, описане навколо трикутника

АВС, в точках D і Е (рис. 25.8). Тоді

DI -ЕІ=АІ 'I�Wr (1)а а а а 1 4 7

Позначимо ОІа = х, тоді DIa = R + х;

ЕІа = х - R. Враховуючи формулу (2°),
маємо (ж + Д)(ж - R) = 2R ·

га, звідки
ж2 - R2 = 2Rra, або ж2 = R2 + 2Rra. ·
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-\Гягнв$26

ЛЕМУС, ШТЕЙНЕР... ХТОНАСТУПНИЙ?

У книгах із геометрії неодноразово розглядалася задача, яку
в 1840 році С. Л. Лемус запропонував видатному німецькому

геометру Якобу Штейнеру: якщо в трикутнику бісектриси двох
внутрішніх кутів рівні, то він рівнобедрений. Її, на перший
погляд, простота обманлива, а коли познайомишся із задачею

ближче, «зачаровуєшся», як, наприклад, давніми задачами.

«Несподіваність оберненої задачі» захоплює і... зве до пошуків
нових аналогій.

Розглянемо серію задач, які умовно продовжують вивчення

проблеми Штейнера-Лемуса.

Задача 1. Довести, що якщо бісектрису трикутника видно з

основ двох інших бісектрис під однаковими кутами, то

трикутник рівнобедрений.
� Доведення. Нехай Lp L2, L3

� основи бісектрис,
проведених із вершин А, В, С відповідно (рис. 26.1). Оскільки

трикутник AL2L1 рівний трикутнику AL3LV то AL2 = AL3, отже,

AAL2J = ΔΑΙ/3Ι (J � інцентр), відповідно, Z AIL2 = Z AIL3. Ці
кути � зовнішні в трикутникахАІВ і АІС відповідно, значить,

-ZA+-ZB=-ZA+-ZC,
2 2 2 2

звідки Z В = Z С, що й доводить твердження задачі.·

Задача 2. Якщо відрізки IL2 і IL3 видно із точок СІВ під
однаковими кутами, то трикутник ABC

� рівнобедрений.
Довести.

Задача 3. Якщо відрізки IL2 і IL3 видно із точки під
однаковими кутами, то трикутник ABC

� рівнобедрений.
Довести.

Вказівка. Задача зводиться до задачі 1.

Задача 4. Якщо кола, описані наколо трикутниківАІС і АІВ,
рівні, то трикутник ABC �

рівнобедрений.

Задача 5. Якщо кола, описані навколо

трикутників ALrC і АІ^В, рівні, то

трикутникABC � рівнобедрений.

Задача 6 (!). Якщо проекції бісектрис
BL2 і CL3 на сторону ВС рівні, то

трикутник рівнобедрений.
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�Доведення. Нехай ВК і СЕ � проекції бісектрис ВЬ2 і CL3:
ВК = СЕ (рис. 26.2). З�єднаємо точки Ь2 ІК, L3iE.3 подібності
трикутників BEL3 і ВН^А (Н1 � основа висоти, проведеної з

вершини А):
BE

ВН1

BL3
_

а

ВА а + Ь

Звідси BE = ВНг
а + Ь

За умовою

Аналогічно: СК = СЯХ .

а + с

ВН, = СНг або
ВН,

a + b
*

а + с (a + b)z

Застосує/мо теорему Піфагора і отримаємо:

СНІ
(а + с)2

і

(а + Ь)2 (а + с)2
або (с2 - h2)(a + с)2 = (b2 - h2)(a + b)2. Якщо с > Ь, то

(а + с)2 > (а + Ь)2, с2 - h2 >b2~ h2
� порушена рівність (1). Аналогічно доводимо, що не може бути
с <Ь. Значить, с = Ь, що й потрібно було довести.·

Задача 7. Довести, що якщо IL2 = IL3, то:

1) ААВС � рівнобедрений або

2) Z А = 60°.
� Доведення. Розглянемо трикутникиAIL2 iAIL3. Можливі

варіанти:

а) Z AL2I = Z AL3I� тоді трикутникABC рівнобедрений (рис.
26.3);

б) Z AL3I = 180° - Z AL2I і точки A, L2, L3 належать одному

колу.

Відповідно, Z L3IL2 = 180° - Z А.

А А
Але Z.L3IL2=9Q° + �, відповідно, 90° + � + А = 180°, звідки

2 2

ZA<60°.·
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Рис. 26.4

Задача 8. У трикутник ABC вписано

коло, яке дотикається до сторін АВ,
ВС і СА в точках Cv Аг і Вг
відповідно. Відомо, що довжини відрізків

AAV BBt рівні. Довести, щоАС = ВС.

�
Доведення . Розглянемо

трикутник АА1В1 і ВВ1А1 (рис. 26.4). Вони

мають спільну сторону і рівні за умовою

сторониААг і ВВГ Окрім того, рівні їхні

кути АВ1А1 і ВА1В1. Це виходить із рівності відрізків СА±
= СВГ

Зазначимо, що кутиАВ1А1 і ВА1В1 � тупі, відповідно, інші кути
трикутників, які розглядаються, гострі. За теоремою синусів

sin АА1АВ1 = �і�і-sin ΑΑΒ,Αι = ^^sin ΖΒΑιΒ, = sin АВлВАл,1 1
AXA

1 1

ВгВ
11 11

тому ΖΑ1ΑΒ1 = ΖΒ1ΒΑ1 (ці кути гострі), значить, і

Ζ АА1В1 = Ζ ВВ1А1. Так трикутники АА1В1 і ВВ1А1 рівні за

стороною і двома кутами. Значить, ΑΒχ = ВАХ іАС = АВ. ·

Глав# 27

ПОШУКИ НЕСПОДІВАНИХ ТВЕРДЖЕНЬ

Математика � це мистецтво давати однакові назви

різним видам, а доведення, створені для окремого об'єкта,
безпосередньо застосовувати до багатьох нових об'єктів без

подальших змін.

А. Пуанкаре

Такого у нас ще не було.
Із фольклору

Шановний читачу! Зараз Ви торкнетеся таємниці життє-

творчості � створенню нового. Нових задач, доведень, нових

теорем. Ви зможете на конкретних прикладах побачити, як

поєднуються два важливі наукові принципи: утвердження

правильності деякого факта як окремого випадка доведеної
загальної залежності, і навпаки � узагальнення, здавалось би,
незначного факта до відомої теореми.
У геометрії трикутник часто розглядають як окремий випадок

чотирикутника (наприклад, приймається, що одна зі сторін
чотирикутника дорівнює нулю). У такому випадку кажуть, що

чотирикутник «вироджується» в трикутник.
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Прирівнянням до нуля однієї зі

сторін чотирикутника його

перетворення, «виродження», в

трикутник не обмежується.
Наприклад, можна простежити за змінами

параметрів чотирикутника, коли

дві його сторони, що мають спільну
вершину, «витягуються» у пряму,

тоді коли внутрішній кут

чотирикутника наближається до 180°.

Що при цьому відбудеться з його

діагоналями? Як виражатимуться

властивості описаного

чотирикутника в «новонародженому»

трикутнику?
На рисунках 27.1-27.5

показано, як чотирикутник ABCD,
описаний навколо кола,

перетворюється в трикутник, коли кут

BCD «наближається» до 180°.

У цьому випадку ламанаBCD

перетворюється у відрізок BD, точки

дотику Т± і Т2 вписаного кола зі

сторонами ВС і CD «наблизяться»

одна до одної, і зрештою маємо їх

збіг (точка KJ. Отже, якщо задано

трикутник ABC, в якому вписане

коло дотикається до сторони ВС в

точці К± (рис. 27.3), то його можна

розглядати як «вироджений»
описаний чотирикутник ABCD.

При цьому відрізки АВ, AC, BKV
СКг трикутникаABC відповідають
сторонам цього чотирикутника, а в

точці Кг «сховані» точки Тр Т2 і

вершина С чотирикутника ABCD,

описаного навколо кола з центром

О (у трикутникуABC � це інцентр
І). Зазначимо, что відрізки ВС і

АКх трикутника ABC � є

діагоналями BD і АС чотирикутника
ABCD. Оскільки точка К± буде
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надалі відігравати суттєву роль,

отриманий трикутник із вписаним

в нього колом, що дотикається до

сторони ВС в точці Kv ми будемо
називати трикутник АВС^К^.
Описаний трикутник, який ми

розглядаємо, позначатимемоABCD(O).
Розглянемо інтерпритацію

теорем про чотирикутник ABCD(O) на

трикутникуАВС^К^.
Оскільки в чотирикутнику ABCD(O): АВ + CD = ВС +AD, то

в трикутникуАВС(Ку)АС + ВКг = =АВ + СКГ
Далі. В чотирикутникуABCD(O) за теоремою Ньютона: центр

вписаного кола О і середини діагоналей чотирикутника лежать

на одній прямій (рис. 27.6).
Очевидно, що в трикутнику АВС(2Г1) середина сторони ВС

(точка Μχ), інцентр І і середина відрізкаАБ^ (точка Е) належить,
одній прямій (рис. 27.7). Тим самим ми отримуємо не лише

розв�язок задачі, яка як дослівно, так і в мало зміненому вигляді
була у 1968 і 1970 роках на Всесоюзній олімпіаді, а в 1977 році
на Англійській олімпіаді, але і, як наслідок � одну з

найважливіших теорем планіметрії, якою, сподіваємося, читач

не раз скористається:

У трикутникуАВСчерез серединуМ± сторони ВС й інцентр І

проведено пряму, яка перетинає висотуАН± в точці F. Довести,
що відрізок AF дорівнює радіусу г вписаного в трикутник кола.

Дійсно, трикутники IK.JE іAFE рівні (рис.27.8).
Отже, чотирикутник ABCD(O) був використаний для

доведення властивостей трикутника АВС(К^). Поставимо іншу

задачу: а чи не можна властивості трикутника АВС{К±)
розповсюдити на чотирикутник ABCD(O). З точки зору чіткого

доведення � не можна: аналогічне тведження, доведене для

трикутника, не може автоматично вважатися правильним для

чотирикутника. Але за аналогією (знову аналогія!) можна

висловити (й довести!) твердження,
яке без трикутника могло

залишитися непоміченим, несформульо-
ваним у чотирикутнику, і в цьому

сенсі зв�язок між трикутником

АВС(К^) і чотирикутником ABCD(O)

руже плідний.

Дійсно, у трикутнику АВС(К^)
кола, вписані в трикутникиΑΒΚγ і

АСК, дотикаються один до одного Рис. 27.7
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(«Трикутник і тетраедр», с. 34). Виявляється, що кола, вписані

в трикутники ABC і ACD чотирикутника ABCD(O) також

дотикаються один до одного! (задача № 531, Шаригін І. Ф.

Геометрія чЗадачник, 9-11 кл. � М.: Дрофа.). Більш того, автор

задачі про кола чотирикутника ABCD(O) стверджує, що точки

дотику цих кіл зі сторонами чотирикутника є вершинами
вписаного чотирикутника (рис. 27.9).

Зупинимося і озирнемося! Може, властивість чотирикутника
ABCD(O) легко довести і у трикутнику АВС(А'1)?!

Отже, народжується нова задача!

І
Довести, що точки дотику кіл, вписаних у трикутники АВК±
іАСКг трикутника АВС^К^, до сторін трикутника ABC

належать одному колу.

�Доведення. Нехай Tv Т2, Т3, � точки дотику кіл до

сторін (рис. 27.10), Р � точка дотику кіл.

Доведемо, що α + β = 180°, де а
= Ζ.Ί\Τ2Τ3, β =

Дійсно,

β = ΖΒ + 90°--ΖΒ = 90° + �ZB.
2 2

Оскільки AT2 =АР = AT3, тоАТ2 =АТ3 і

а = 180° - (ZCr2T1 + ΖΑΤ2Γ3) =

= 180° - ^90° - + pJO" - ηί-ϊ) .

2 2

Отже,

α + β = 90°-^ΖΒ + 90° + -ΖΒ = 180°,
2 2
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а значить, чотирикутник ТгТ2Т3Т4 вписаний в коло, що і

потрібно було довести.

Звернемо увагу на відомий факт: нехай коло, вписане в

трикутникABC, дотикається до його сторін в точках Kv К2, К3
(рис. 27.11). Тоді прямі АК±, ВК2, СК3 перетинаються в одній

точці:
АК" ВКр СК3 = Q. (*)

Це нескладно довести за допомогою теореми Чеви. Із цієї
конфігурації знайдемо аналоги для описаного навколо кола

чотирикутникаABCD(O).
«Замінимо» точку К± на вершину D чотирикутника ABCD

(рис. 27.12). Тоді очевидним аналогом твердження (*) є гіпотеза:

прямі ВК2, СК3 і AD перетинаються в одній точці.
Сформулюємо її:

В описаному чотирикутнику ABDC прямі AD, СК3 і ВК2
перетинаються водній точці, деК2 і К3 точкидотику вписаного в

чотирикутникABDCколадо сторінАСі АВ. Гіпотезупропонуємо

читачу довести (або спростувати).

Далі, за аналогією, замінимо на ще одну вершину ще одну

точку дотику, наприклад К2 (рис. 27.13) (перехід до

п�ятикутника).

D

Рис. 27.13 Рис. 27.14
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Враховуючи попередню гіпотезу, формулюємо «сильніше»
твердження:

В описаному п�ятикутнику ABDCE (рис. 27.13) діагоналі BE,
AD і пряма, яка з�єднує вершину С з точкою дотику кола до

сторони АВ, перетинаються в одній точці. І, нарешті,
залишається замінити третю точку дотику К3 на вершину F.

Отримуємо твердження для описаного шестикутникаAFBDCE

(рис. 27.14).
Діагоналі AD, BE, CF описаного шестикутника AFBDCE

перетинаються в одній точці � знаменита теорема Бріаншона!
Її доведення загальновідоме.

Гяава28

ФОРМУЛАКАРНО ЯКДЗЕРКАЛО ГЕОМЕТРІЇ
ТРИКУТНИКА

Лазар Карно, 1753-1823, видатний діяч французької
революції. Залишив ряд серйозних робіт з математики.

Формула Карно, про яку піде мова, має вигляд: в

гострокутному трикутнику АВС

ОМ± + ОМ2 + ОМ$= R + r (*)
(О � центр описаного кола, М19 М2, М3 � середини сторін ВС,
AC, АВ, R,r � радіуси описаного і вписаного кіл в Δ АВС).

Формула, широко відома в літературі, зазвичай доводиться

за допомогою теореми Птолемея.

У книзі «Трикутник і тетраедр в задачах» застосовано формулу

л�
. А . В . С

r = 4Bsm�sm�sm�
2 2 2

і доведення стає достатньо коротким:

ОМг + ОМ2 + ОМ3 = BcosA + BcosB + BcosC = B(cosA + cosB + cosC) =

J, A . A . В . C} Ό AO
. A . В . C �

= R 1 + 4sm�sin�sin� = R + 4Bsm�sin�sin� = R + r.

t 2 2 2) 2 2 2

Проте привертає увагу маловідомий «суто геометричний»
спосіб доведення, судячи з усього, саме той, яким формулу
доводив сам Лазар Карно. Наведемо його, зробивши декілька
спрощень, у зв�язку із залежностями, піднесеними нами до

теореми.

Відійдемо від усталёних позначень. Нехай DiF � середини

сторін АС іАВ (рис. 28.1).
Додаткова побудова*, проведемо через точку W1 пряму,

паралельну до сторониАС. Вона перетинатиме описане навколо

трикутникаАВС коло в точці N.
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Проведемо пряму OD, яка
перетинатиме хорду WyN в точці L. Із точки А

опустимо на пряму. W^N
перпендикуляр АР. Із інцентра І опустимо на

прямі WjO і ВС перпендикуляри IE

і IK.

Далі суму DO + OF замінимо

відрізком DL, довівши, що
OL = OF. (1)

Розглянемо трикутники OWjL і Рис. 28.1
OAF. Вони рівні, оскільки ОТУХ = ОА,
/.WflL = ZACB (кути із взаємно перпендикулярними

сторонами) і ZAOF = ZACB. Цим рівність доведена.
Зазначимо, що DL =АР. Доведемо, щоАР = WjE. Для цього

доведемо рівність трикутників EIW^ і PNA. У них

W1I = CW1=AN
(теорема трилисника і вписана трапеціяACW^A), а

AEW\I = ANAP.

В � с
Дійсно, ZEW1A = (відоме співвідношення: цей кут

2

дорівнює куту між висотою ha і бісектрисою Іа).
ZNAP = ZANW1

- 90° (теорема про зовнішній кут

трикутника). Значить,

ZNAP = 180° - ZACW1 - 90° = 90° - ZACW1 = 90° - (с +

yj
= .

Отже, АР = WrE. Шукану суму запишемо як ,

S = OD + OF + ОМх = OD + OL + OM1 =DL + ОМХ =

DL

= АР + ОМг = WtE + OMj.

Отже, S = WXE + OMV Але W^E = R- OE; ΟΜγ = г + OE,
значить S = R - OE + r + OE = R + r, що йпотрібно було довести.

Оригінальне виведення формули Карно
(автор Ю. Білецький)

Відомо, що

MrWr = . MrWA = .
11

2
і

2

Додамо:

ММ + WAM, = 2R = .rft + rfr.tr° r

111
2
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г + 4R = ra + rb + rc. (*)

Доведемо, що формула (*) є аналогом формули Карно.
Дійсно,

R = ОМ1 +Mffi = ОМХ + %�
2

Аналогічно,

R = OM2+^�^; R = OMs+^�^.
2 2

Додамо:

3R = ОМХ + ОМ2 + ОМ3 +
Г° + Г& + Гс

~ Зг

2

Враховуючи формулу (*), отримуємо
R + г = ОМ + ОМ

2
+ ОМ3.

Глава 29

ДОБРОГО ДНЯ, ПАНЕ КИСЕЛЬОВ!

Воістину, його Величність Випадок... Ну хто не знає теорему

про середню лінію трикутника! А якщо читач � учитель, то

попросіть учнів довести цю теорему без підручника. У будь-

якому випадку, поставивши перед собою таке завдання, я на

мить зіткнувся зі складнощами � довелося скористатися

додатковою побудовою (рис. 29.1).
Невдоволений собою, я вирішив подивитися, як доводиться

вона в «першоджерелі» � у підручнику з геометрії А. П. Ки-

сельова, найвищого авторитета у питаннях «доступності»
геометрії для школяра. І з «жахом» виявив, що ця теорема

доводиться «методом від протилежного». Як? � здивувався я. �

Якщо можна обійти «припустимо, що це не так», Кисельов цього
не зробив? Та й «протилежний» метод на початку курса? Для
ще незміцнілого розуму семикласника? Щось тут не те! А як в

інших підручниках подано цю теорему? Деякі автори у
шкільних підручниках з геометрії
теорему про середню лінію подають як

Кисельов А. П. (Погорелов А. В.,

Шаригін І. Ф., Нікітін Η. Н.) � а

інші � ні! (Глаголев М. А.,
Атанасян Л. С., Петечук В. М.).

«А як було раніше?» � запитав

я сам у себе і відкрив перший том

Адамара (вперше видано в 1872 р.).
Там було доведення точно таке ж, як
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і у мене, тобто таке, що виникло природним шляхом. Впевнений,
що Кисельов читав Адамара. То чому ж, ігноруючи доступність,
він вибрав інше доведення? Відповісти нескладно � для

підтвердження своєї концепції про пропорційність відрізків,
теорему Фалеса тощо. Концептуальність перемогла

доступність... А шкода...

Не маю права категорично стверджувати, але вдалий термін
«середня лінія» ввів також Кисельов, бо ж багато авторів

підручників цей термін не визнають.

У будь-якому випадку, в IV томі «Математичної

енциклопедії» (Геометрія) такого терміна немає, у перекладних книгах я

його також не зустрічав, в систематичному курсі Пєрєпьол-
кіна А. Н. термін є, але теорема приймається без доведення.

Коксетер у «Вступі до геометрії» посилається на Евкліда,
в працях якого також не зустрічаються слова «середня лінія».

Підіб�ємо підсумки. Термін «середня лінія», як мені здається,

придумав Кисельов. До теореми про середню лінію

трикутника слід ставитися обережніше, знати два (!) (або й більше)
способів доведення, із яких останнім (!) буде метод «від

протилежного».

І ще з приводу однієї задачі в підручнику Кисельова

«Геометрія». В розділі «Подібність» пропонується для самостійного

розв�язання задача:

(Побудувати трикутникАВС за ΖΑ; ть.
п ha

� Звичайне розв�язання цієї задачі таке (рис. 29.2). Будуємо
трикутник А1ВС1 за заданим кутом А (РС^А^В), висотою hx і

основоюю a (h, αγ � довільні відрізки, такі що � = �). У
hx ha

ньому проводимо медіану BE, продовжуємо її й на прямій BE
відкладемо відрізок ВМ2

=

ть. Через точкуМ2 проведемо пряму,

паралельну до А1С1. ·

Ця задача � гарний привід для розгляду задач виду а, А, х,

де х � який-небудь лінійний елемент

або відношення елементів: трикутника

ABC ІА1В1С1, подібне заА і �! Значить,
h�

якщо є кут А і відношення � , ми

ha

отримаємо ще один кут трикутника
АВС.

155



ГлаваЗО

ПРО ДЕЯКІЧАСТКОВОСТІ В ГЕОМЕТРИЧНИХ
ФОРМУЛАХ

Дозволимо собі нетрадиційний, скажімо так, крок вбік.

Розглянемо деякі формули геометрії трикутника в окремому

випадку для «чудових» точок. Можливо, з точки зору «строгої»
математики в цьому немає сенсу: навіщо, коли є загальна

формула? Мета такого підходу � навчальна: розглянути інші,
можливо, доступніші для учня способи доведень, находження

закономірностей в геометрії з допомогою алгебри і особливо

тригонометрії. Відкривається велике поле для вправ не лише

суто формальних, а й композиторських, творчих. Не варто

марнувати таку можливість.

Теорема Жергона
Нехай чевіани ААр BBV СС± перетинаютсья в точці X. Тоді

маємо рівності (теорема Жергона):

ХА,
|
ХВ,

t
ХС, χ

ААХ ВВХ ССХ
(1)

АХ
+
ВХ

+
СХ

_ 2

АА1 ВВг ССг
(2)

Нехай точкаХ збігається з ортоцентромН трикутникаАВС.

Тоді рівність (1) буде такою:

НН,
|
НН2 {нн3 г

. АНг ВН2 СН3

Доведемо цю рівність за допомогою тригонометрії.
�Маємо:

HJT1
= BHcosC = 2RcosBcosC, AHr = с · sinB = 2BsinCsinB.

Тоді

ΗΗ1
_

2R cos В cos С
= ctg В ctg С ,

ha 2R sin В sin C

і рівність (1) зводиться до тригонометричної рівності

1 1 1
1 1 = 1.

tgAtgC tgBtgC tgAtgB

Отримали трикомпонентну рівність. Доведемо рівність (2)
у випадку Х=Н:
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Маємо:
АН

АН ВН СН

АНг
+

ВН2
+

СН3
= 2.

2R cos А

2R sin С sin В
� Отже,

AH' ВН СН
_

cos A sin А + cos В sin В + cos С sin С
_

ha hb hc sin A sin В sin C
*

_

sin 2A + sin 2B + sin 2C
_

4 sin A sin В sin C
_

2 sin A sin В sin C 2 sin A sin В sin C

Теорему Жергона у випадкуXs=Hдоведено. Заодно доведено
дві тригонометричні тотожності.

Доведемо теорему Жергона для випадку, коли точка X

збігається з інцентром І (рис. 30.1).

Х=І

>Маємо = � (х = ίΙ/Ί). Але СІ^ =

аЬ
; , або

ААг АЦ І*
р Ь + с 11^ СІ^

Ід- X
_

Ь + с
, 1д__^_ Ь + с

. Ід
_

Ь + с

х ах а χ а

+ 1; к= або � = �. Як
2р

х у $ а + Ь + с
� , тт ^_тт \

результат маємо � + -^- + � = = 1 (у = /і2; z � IL3).
la lb lc 2p

Доведемо за допомогою тригонометрії. Із трикутника CIL^.

х
_

CLj χ ab

1 · с
ab sm�

2
, или X =

. С . А + Сх
sin- sm( )

2 2
sin� (b + с) sin(^ + θ) (b + c) COS

2 2

β
�

Скориставшись формулою бісектриси, отримаємо:

_х_
Г

Q
аЬ зш� {Ь + с)

. С
asm�

2
А�В

�

2

А
1

2

В
і � 1

2

sin Ах
_

Т~~ С В А
*

а 4cos� cos� cos�

2 2 2

Аналогічно знаходимо відношення

k Іс

В
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Маємо:

. ABC
л т» · η 4 cos � cos � cos �

x у ζ
_

sin A + sm В + sm C
__

2 2 2 _ 1 *

T
+

Th+T~~ А В C~~~ А в c~
'

a b c 4 cos � cos � cos � 4 cos � cos � cos �

2 2 2 2 2 2

Доведемо рівність (2) для X� I.

л AI
�Знайдемо відношення . Позначимо у =АІ. Тоді

ALjl

. С
sm�

2
sm

В
cos�

2

, · с
bsm�

2_.
В

�

cos �

2

b sin � (b + c)
2

sin � (sin В + sin С)
2

In В
OK

A В
c> .

Ґ,
A

a cos�2bc cos� cos�2smCcos�

sin В + sin C
~

А В C
4 cos� cos� cos -

2 2 2

У

А + С
; у-

Отже,

AI
+
BI

+
CI

_

2(sin A + sin £ + sin C)
_

2'4cos
2

C0S
2
C°SО|м|

AZ, BL2 CL3 . ABC
4cos� cos� cos �

2 2 2

A
ABC

4cos� cos� cos�

2 2 2

Теорема Ван-Обеля

Теорема Ван-Обеля:

ΑΧ_^ΑΒ^ . А<\
ХАг

~

BrC CrB
�

Нехай точка X збігається з ортоцентром Н (Х � Н). Тоді

АН АН2 АН3

ННХ
~

Н2С
+

Н3В
*

Доведемо цю формулу.
*АН = 2BcosA; HHr = 2RcosBcosC;

АН2 = с · cosA = 2BsinCcosA; H2C = a · cosC = 2BsinAcosC;

AH3 = 2RsinBcosA; H3B = 2BsinAcosB.

Підставимо в (*):

cos A sin C cos A sin В cos A
� -| _

cos В · cos C sin A cosC sin A cos В

Доведемо цю тотожність. Запишемо її у вигляді:

(*)
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sin C cos A sin В cosA, , ,,,

+ = tg C · ctg A + tg В · ctg A = ctg A(tg C + tg B) =

sin A cos C sin A cos В

cos A · sin(B + C)
_

cos A

sin A · cos C · cos В cos В · cos C
�

що і потрібно було довести.

Далі. Нехай X� І. Потрібно довести

АІ
_
AL2

+
AL3 (і)

L2C L3B

Із трикутника ACL,\ ^- = ί (t = CL,). Оскільки t = ��,

ILY t S + c

маємо

АІ
_

b(b + c)
_

b + c

ІІч ab a

Далі
AL2

_ c_
~L^C

~

~a
ALv b
�4 =

-, або
LoB a

AL2
+
AB3

_

c
+

b
_

c + b

L2C L3B a a a
9

відповідно, вираз (1) доведено. <

Точка Жергона (G)
Нехай Kv K2, Κ3

� точки дотику вписаного кола до сторін
ВС, АС,АВ трикутникаАВС. Відомо, що відрізкиAKV ВК2, СК3
перетинаються в одній точці G � точці Жергона.

Доведемо теорему Жергона для точки Жергона G (X= G):

GK, GK2 GK3 ,

�

АЙГХ ВК2 СК3
� Зазначимо, щоАК2 =АК3 = αχ; ВКГ = ВК3 = Ь±; СКГ = СК2 = сх

(як відрізки дотичних, які мають спільну точку). Проведемо
через точку А пряму, паралельну ВС (рис. 30.2). Позначимо

GK, = х; AG =

у. Виразимо відношення
У + х

Нехай Сх � точка

перетину прямої, паралельної до ВС, і СК3.
Позначимо АСХ

= t. Із подібності
трикутників АК3Сг і ВК3С маємо:

*
- аі. (1)

&і + q Ьі'
Із подібності трикутників AGC, і

GKiC:

- = ^-. (2)
q х
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Поділимо рівність (1) на рівність (2):

_£і_ = £іі£. У +
(*)

&ι + Ci br у
�

x cx
· &χ

Значить, �� = &L_£i
. Запишемо теорему Жергона:

Х + У (άχ + £χ)αχ +Ζ?χ£χ

+
αΑ

+
аісі _

(&і + + &χΓχ (αχ + άχ)Γχ + аД (αχ + + α^χ

_
fyq + βχ&χ + Αχ£χ

_ і

αχάχ + αχΓχ + &χ£χ

що й потрібно було. ·
� Доведемо друге твердження теореми Жергона:

AG BG CG
о

ΑΚχ ВК2 СК3
Маємо:

у
=

(&ι + £χ)αχ
х + у Ζ?χ£χ + (άχ + £χ)αχ

Значить,

(&ι + Γχ)αχ + &χ(αχ + q) + д(ах + άχ)
=

2(&хд + αχ&χ + α^)
= 2 е

Ьхд + αχάχ + axq &lcx + αι\ + aici

Точка Нагеля (Ν)

�Відомо, що пряміANV BN2, CN3 перетинаються в одній точці

(Nv N2, N3 � точки дотику зовнівписаних кіл, тобто AN3 = Ьг;
ΒΝ3 = αχ; BNr = cx; CN2 = a1; CN1 = b1;AN2= cj (рис. 30.3).

За аналогією з попередньою задачею (АС1 = t) маємо

(AATVgC^ABTVgC):
t

= Ь±
άχ + q 6Ζχ

Позначимо χ = NN
1У у

= AN. Тоді � = �.Із подібності
Z?x х

трикутників ACtN і NtCN. Розділимо
останні дві пропорції.

Ζ?χ
_

άχ ·χ

fy + q аг
·

у
�

ВІДПОВІДНО, � = .М?1-+.СР.,
х a-fii
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значить, � � � =
�� .Отже,

х + У &і + сі + а1

аі
+

*>і
+

сі
_ і ·

Ь± + сх + ах &ι + сх + όΖχ bt + cx.+ Λγ

�Доведемо другу рівність. Маємо:

AN
_

у
_ fy, + сі

ANr х + у + dx + сх

л
· BN . CN оАналогічно знаходимо і . Значить,

BN2 CN3

AN BN CN
__ dx + cx + αχ + dx + αχ + cx

_ ·

ANr BN2 CN3 a-L + bi+c^

Теорема Ван-Обеля (для точки Нагеля)

гт
AN AN2 AN3

Потрібно довести: = - +F

ИЩ N2C N3B

�Отже,

AN
_ y__ dx + cx . AN2

_
cx . AN3

_

NNr χ ax
�

N2C ar
�

N3B ax

Ci di di + Ci у AN � л
� +� = � = � =

, що и потрібно було. 9
αχ αχ αχ χ ΝΝγ

Нерівності

� � ν_ tr π
НА НВ НС

сНехай Χ=Η. Довести + + > б.м

ЯЯХ НН2 НН3

�Доведення. Перший спосіб. Скористаємося теоремою Ван-
Обеля (X-Я):

АН АН2 АН3
НЩ

"

Н2С
+

Н3В
*

Тоді задана нерівність може бути записана так:

'ан2
|
ан3У

|
ґвя3

t
внЛ (СЩ СН2У

[н2с Н3В) [н3а ще) [щв н2а)
АН2

)
Н2С

Н9С АН,2J

(вщ
+ н^ +

\Н3А ВН3
снг нгв

/'ΊΤΊ
н,в сн

Оскільки кожний вираз у дужках не менший за 2, то задана

нерівність доведена.

161



А

С
р-с Кг р-b В

Рис. 30.4

cos2 А + cos2 Б + cos2 С

Другий спосіб. Маємо

НА
_

2R cos А

ННг 2R cos В cos С

Так задана нерівність запишеться

як:

cos A cos Б cosC
+ + > о.

cos Б cosC cos A cosC cos A cos Б

Маємо:

1-2 cos A cos Б cos С 1
2

cos Б cos C cos A cos A cos Б cos C cos A cos Б cos C

Оскільки cosA cos Б cosC < �, to - 2 > 8 - 2 > 6.
8 cos A cos Б cos C

Нехай X� І. Маємо:

IA JB JC >Q

Щ
+

IL2
+

IL3~

Дійсно, = Δ±£.
IL\ и

~ b + c a + c a + b ·
Отже, + + > 6, а це очевидно.

a b с

Точка Жергона (G)

Потрібно довести (рис. 30.4) > б.

GKr GK2 GK3

�Доведення. Оскільки

У_ = а(р -а) ар(р - а)2
х (р-с^р-Ь) S2

'

отже,

AG BG CG
_ ар(р - af + bp(p -bf + ср(р - cf

~GK^
+

GK2
+

GKg
�

S2
*

Потрібно довести, що

а(р - а)2р + b(p - b)2p + с(р - с)2р > 6S2.

ПозначимоА � ліву частину нерівності. За нерівністю Коші

А > 3%/abcp3(p - а)2(р - Ь)2(р - с)2 = З^аЬс �

р = 3S2sJ > 6S2

(застосували нерівність R > 2 г).
*
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Точка Нагеля (Ν)
Раніше нами вже було доведено, що

(рис. 30.5):

у t
_ р

� b t у а

х p-b� p-а а� х р-а

Отже, потрібно довести, що

а Ъ с
с

+ + > 6.
р-а ρ-b р-с

ПозначимоА � ліву частину нерівності. Тоді за нерівністю

Коші А > 33Jabc� > 6. (Використали співвідношення Д =

V S2

abc

4S

Д>2г).

Привертає увагу нерівність

А,Х
|

.
З

ХА ХВ ХС 2'

ПриХ=Ндоведення нестандартне! Отже, доведемо, що

ВД f НН^
- ННг З

НА HS
- HG 2*

Маємо

ННг _

2RcosBcosC
_

cosBcosC
_

cosBcosC

НА 2R cos А - cos(B + С) sin В sin С - cos В cos С

=

1
=

tg(B + C)
=

tgA
·

tgBtgC-1 -(tgB + tgC) tgB+tgC�

Отже, задану нерівність можна записати так:

tgA
+

tgB
+

tgC
>
З

tg В + tg С tg А + tg С tg А + tgB 2
�

що аналогічно до відомої нерівності.

Доведемо нерівність при X =1.

Доведення відповідної нерівності для Х = І виходить

безпосередньо із співвідношення

Маємо нерівність
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Для X =Н маємо:

НА
_

2R cos А

ННг 2R cos В cos С
�

отже,

cos A cos В cos С 1
.

� > у

cos В cosC cos A cosC cos Б cosA cosA cos Б cos С

(оскільки cos A cos Б cos C < ~ ).

Нехай X= І. Тоді

AI BI CI
_

(a + b)(b + c)(c + a)
>
Sabc

_ θ
ILr IL2 Н>ъ abc abc

Якщо X=G, то враховуючи потрібно
AG a(p

- a)

довести, що

a(p - a)b · (p - b) · c(p - c) θ

(p - c)(p - b)(p - a)(p - c)(p - a)(p - b)
�

або, що те ж саме,

тобто R > 2г.

abc

(Р - а)(р - Ь)(р - с)
>8, або 4RS;Pz8,^>2,

При X = N, беручи до уваги рівність
AN

NN.
маємо

р
- а

с * Р
· abc

о
S · 4R · S

о Б
>8, або � - > 8; � >8; � > 2, або

р-а р-b р-с

R>2r.

Нерівність

ХД XД
*
Нехай Х = Н.У цьому випадку отримуємо нову нерівність

tgA · tgB + tgB · tgC + tgC · tgA > 9. (*)
Дійсно,

h� c · sin Б sin C sin Б

HHr 2R cos Б cos C cos C cos Б

Отже, потрібно довести

= tgCtgK

ΗΗ± ΗΗ2 НН3
= tg A tg В + tg В tg С + tg C tg A > 9.
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Доведемо, що tg А + tg В + tg С > Зл/З. Маємо:

tg А + tg В + tg С > 3^/tg A · tg В«tg С,

або (tg A · tgB · tgC)3 > З3 tgA-tgBtgC, або

(tg A · tg В · tg C)2 > З3,
звідки

tg A + tg В + tg C = tg A · tg В · tg С > = Зл/З.
Перейдемо до нерівності (*):

tg A tg В + tg A tg С + tg В tg С > 3^/tg2 A tg2 В tg2 C >

> З^(зТз)2 = 3^9~3 = 3^27 = 9.

Нехай X � І. Тоді

Щ ILz II*

~ . у b + c l� a + b + c
Оскільки � =

, то �7-
=

,

x a 11^ a

lh I,

ILj_ IL% ILs
= (a + & + c)|i + i + i|>9

Доведемо, що при X = G

АКг BK2 СК3 Л
- + - + > 9

GKr GK2 GK3

� г.
- АКл х + у алЪл + + Ъ,слОскільки і- = - = �

�,
то задана нерівність

GKX х

зводиться до нерівності

(«!&! + bfr + а^і) �+Ц- > 9,
\Асі аісі аі°і)

що очевидно. ·

Нехай X =N. Доведемо:

ANX BN2 CN3 Л
+

- + � > 9.
NNr NN2 NN3

� Дійсно, враховуючи співвідношення �
=

�-�, зводимо
х р

- а

нерівність до такої, що легко довести:
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> 6. ·α, + ύ?ι а, + b,

a, b, c,

Нерівність

AA, BB, CC, θ7

AxX Β,Χ C,X

правильна, якщо X=H.
Маємо:

ha hb hc _

sin A sin В sin C · sin A sin В sin C
_ + 2 44. 2D4. 2 n

cosі
2
A cos2 В cos2 C

* * g

а нерівність tg A · tg В · tg C > ^27 було доведено.

Нехай X� I. Оскільки �
=

^ +
C, то задана нерівність буде

х а

записана так:

1 + Δ±£Ϊΐ + Ξ±£ΐίΐ + £±Δ'ι>27.

Маємо:

α + b + c α + b + c α + b + c (α + b + c)3 (Зл/аЬс)3
а Ь с abc

Нехай Х= <3. Доведемо нерівність

= 27.
abc

аі(^і + Сі) ї ! + Маі
+ сі) IIχ аі(аі + М1 + -1 + · > 27.

а1с1

�Оскільки

і + > 33/-^-, 1 + Δ. + > ззі-^�, 1 + ^- + а > ззЬї�
С, Ь, у ЬХС| С1 V ^1^1 Л1 і а1&1

то, перемноживши нерівності, отримаємо необхідне.

Х= Ν. Доведемо, що

AN, BN2 CN3 θ7
NN, NN2 NN3

Маємо

х + У_ = 1 + b, + c,
=

αχ + bi + q

x a, a,

Отже,

(ax+bi+q)3 > Зз a&q = 2? *
axbxCx аф,с,
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ГЕОМЕТРИЧНЕРОЗПІЗНАННЯ

ТРИГОНОМЕТРИЧНИХ ОБ�ЄКТІВ

«Вам хочется песен?»

Роль тригонометрії в геометрії звична: за її допомогою

вирішуються задачі навіть тоді, коли, здавалось би, приводу для
цього немає. Цілі розділи задачників з назвами «геометричні
задачі із застосуванням тригонометрії» напевно відомі читачу.
Універсальність тригонометрії настільки велика, що, прибравши
геометричні факти в тригонометричні шати, ми інколи забуваємо

про «першоджерело», звідки взялися ці нині утворені
тригонометричні задачі. І справа, звісно, не в модних пошуках

іменитих предків, а в тому, що геометричг *н�ход:кення

тригонометричної задачі дає змогу застосувати в розв�язанні
геометрію, до речі, як і алгебру. Мета цієї глави не лише

«відновити справедливість», а й подарувати читачеві, можливо,

несподівано емоційні факти.

Не пропустіть!
Почнемо з відомих тотожностей.

Задача 1. Довести, що співвідношення

А В С ABC
ctg� + ctg- + ctg- = ctg�ctg-ctg-

є формула Герона.

�Доведення. А, В, С � кути трикутника ABC. Застосуємо

формулу r = (р - a)tg� (г � радіус вписаного в трикутникABC

кола, р � півпериметр). Тоді задане співвідношення можна

записати як

р-а + р- Ь + р- с_(р- а)(р ~ Ь)(р - с)

Г г3
або р2г2 = р(р - а)(р - Ь)(р - с). Враховуючи, що S =

гр, маємо

S2 = р(р - а)(р - Ь)(р - с), звідки

S = т]р(р-а)(р-Ь)(р-с).·
Задача 2. Довести, що співвідношення

А В В С АС
tg�tg� + tg�tg� + tg�tg� =1 є формула S

=

rp.

� Доводиться аналогічно до попередньої задачі.·
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І
Задача 3. Довести, що співвідношення sin2A + sin2B + sin2C =

= 4sinAsin£sinC є формула S = R · Рн (Рн � півпериметр
ортоцентричного трикутника ДГ1Й�2Й�3).
�Д оведення. Оскільки S = 2B2sinAsinBsinC, а сторона

ортоцентричного трикутника Н1ВГ2Н3, наприклад, Н2Н3 = 2£sin2A,
то твердження задачі доведено. ·

Задача 4. Довести, що співвідношення

АВС
cosА + cos В + cos С = 1 + 4 sin�sin�sin� є формула Карно.

2 2 2

ОМχ + ОМ2 + ОМ3 =R + r(O � центр описаного кола, Mv М2,
М3 � середини сторін трикутникаАВС).
�Доведення. Маємо

ίΑ
В С

1 + 4 sin�sin�sin� .

2 2 2 J

Враховуючи, що
ΑΌ

. А . В . С
r = 4Bsm�sm�sm�,

2 2 2
твердження задачі

доведено. ·

Задача 5. Довести, що співвідношення cos2A + cos2£ + cos2C =
= 1 - 2cosAcosBcosC є теорема проекцій:

a cos В + b cos А = с

< Ь cos С + с cos В = а

acosC + ccos А = b

Довести самостійно.

Задача 6. Довести, що співвідношення 2sin2A = tgBtgC є

співвідношення для сторін а, Ь, с трикутника АВС: а4 = &4 + с4.

� тг -ЛУГ « . 2 Л
SinBsinC

Доведення. Маємо 2sm А = .

cos В cos С

Враховуючи, що cosB =

2 2 і_2
а +с - b

2ас

2
,
.2 .2

а + b - с

2аЬ
маємо,

cos С =

cos В cosC =
(а2-(б2-с2))(а2+(62-с2))

4а2Ьс
а4 - (Ь2 - с2)2 а4 - б4 + 2Ь2с2' - с4

4а2Ь2 4а2Ьс

Враховуючи умову

sinВ sin С
Л а4 - Ь4 - с4 + 2b2c2 Ьс

cos В cos С =
, або �

2 sin2 А 4а2Ь2с 2а
2 9
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в

Рис. 31.1

звідки а4 - Ь4 - с4 + 2Ь2с2 = 2Ь2с2, або

а4 = &4 + с4.

Задача 7. Довести, що формула
додавання sin(a + β) = sinacosp +

+ cosasinp є теорема Птолемея.

� Доведення. Нехай а і β � довільні
кути. Побудуємо чотирикутник ABCD,

вписаний у коло радіуса R так, щоб
ZBAC = a, ZCAD

= β (рис. 31.1) і щоб

діагональ АС збіглася з діаметром. За

теоремою Птолемея:

AC-BD=AB-CD+AD-BC. (1)
Але

АВ = 2Bcosa; CD = 2jRsii$, AD = 2Βοοδβ,
ВС = 2Bsina, BD = 2J?sin(a + β).

Підставимо цих два вирази в співвідношення (1), отримаємо
sin(a + β) = δίηαοοδβ + οοδαδίηβ. ·

Навколо рівності

.

л
·

D
·

п А
А В С

smА + smB + smC = 4 cos�cos�cos�.
2 2 2

(*)

Це тригонометричне співвідношення особливо пов�язано з

геометрією. Вважаючи, що задопомогою тригонометричних

формул воно доведено (перший спосіб), зупинимося на доведеннях,

пов�язаних з геометрією.
Другий спосіб. Оскільки

sinA =
�,

sinB =
�,

sinC =
��,

с а о

маємо

2S
� + Zk + =2/� +� +�Ί =�(α + b + c) =
с а b {Ьс ас abj abc

= -^-.2p=P-=PL= S

RAS R Rr A . A . В . C
4 sin�sm�sm�

2 2 2

� ab sinC
2 2R2 sin A sin В sin C

ad2 . A . В , C 2 · A . В . C
4B sm�sm�sm� 4B sm�sm�sm�

2 2 2 2 2 2

1
A . В . С А В C

16sm�sm�sm�cos�cos�cos� лог»

£- = 4 COS�cos�cos�.
. . A . В . C
4 sin�sm�sin�

2 2 2
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Отримали ще одну задачу:

тт ha hb ha л
А В С

b с c 2 2 2

Співвідношення (*) можна довести за допомогою формул
бісектрального трикутника, зокрема з формулою Чезаро.

Застосуємо формули:

2Ьс Α
Ί

cos , Lft
b + c 2

bІа =

2ac

a + c

lc
2ab C

cos�.

a + b 2

В
cos �,

2

Нехай SL � площа бісектрального трикутника L1L2L3.

Відомо, що SL = (формула Чезаро). Відомо також, що
4р

SL = 2S �

. Значить,
(а + b)(b + с)(а + с)

Ід �

� 2S
abc

4р (а + b)(b + с)(а + с)
�

або

О 2т,2 2 А В С
8а b с cos� cos�cos� ,

� 2 2 2
= 2S

аЬс
,

4ρ(α + b)(b + с)(а + с) (а + b)(b + с)(а + с)
�

звідки

.ABC 4p-S p . . . _
.

n4 cos�cos�cos� = � = � = smA + smB + smC.

2 2 2 abc R

Нерівності

Задача 8. Довести, що

(sinA + sinB + sinC)2 > 2psinAsinBsinC.

�Доведення. Задану нерівність перепишемо так:

Враховуючи, що R = і r =
�» зазначимо, що остання

нерівність еквівалентна нерівностір2 > πιρ,ρ> кг, або 2р > 2кг. ·
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Ця нерівність правильна, бо в лівій частині � периметр

трикутника, а в правій � довжина вписаного в трикутник кола.

Задача 10. Довести нерівності:

cos-
В-С А-С А-В

cos cos

1)
. А
sm�

2

. В
sm�

2

. С
sm�

2

>6;

. A
sm�

2) B^C
cos-

. В
sm�

�rfc�
cos cos

. c
sm�

2 >3.
A-B / 2

2 2 2

> Доведемо другу нерівність. Маємо

. . А
о

. А А
sm� 2sm�cos� .

л

2 2 2
_

sm А

cos^z£ 2 cos cos
sinB + sinC b + c�

2 2 2

і задана нерівність записується як відома алгебраїчна нерівність

а
+�>� (а > 0; Ь > 0; с > 0).

Ь+с а+с а+Ь 2

Перша нерівність запишеться так

а+Ь Ь+с а+с
+ +

с а Ь

>6.

а

Соло на бісектрисах

«Тату, Ви зараз таке побачите!»

Із анекдота

Пропонуємо довести умовну рівність:

Якщо в трикутникуABC sin A cos = sin В cos , то він

рівнобедрений. Довести.
Аби оцінити, що відбувається, спробуйте це зробити

самостійно, і лише коли сформуєте свою точку зору, читайте далі.

Швидше за все, звичайні тригонометричні перетворення

швидкого результату не дадуть.

Переходимо до незвичайного доведення: запишемо задану

умову так:
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sin А

sinB

cos
A-C

cos

2

B-C

2

або

Оскільки £ = Л&.
b ha'

a

ЇЇ

cos
A-C

2

cos
B-C

2

то співвідношення (1) запишемо так

(1)

b'g
_

hfj
B-C" A-C

�

cos cos
2 2

або la = Zd, а це задача Штейнера-Лемуса. Твердження заданої
задачі доведено. ·

Варто з�явитися першому способу доведення, як виникає

і другий, цікавий застосуванням авторської формули

(*)
2

(Автор способа Д. Басов, член авторського семінару «Як стати

суперучителем».)

В � С 2R
Зазначимо, що cos = . Тоді вираз

2 AWt
м Р

sin А · cos
В-С

можна записати так:

sin А ·

2В

АЖ
(1)

Враховуючи формулу (*), маємо

2В
АЖ =

підставимо в вираз (1):

sm А · 2R �- = �MiN·, sm А,

2S S
1 1

Оскільки

M1?V1sinA = la,

(2)
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R
то вираз (2) виглядатиме так: --Ζα.

S

Аналогічно другу частину заданої нерівності можна записати

R ~

як �Іь. За умовою
S

або Іа = Іь � знову задача Штейнера-Лемуса.
Штейнер, Лемус... Хто наступний?

(Задача. Чи правильно, що якщо M1N1 = M2N2, то трикутник

АВС � рівнобедрений?
По ходу народжується задача: чи правильно, що якщо

1-^- =
�,

то трикутникАВС � рівнобедрений і т.д., і т.д., і т.д.
іь а

Аплодисменти?

Глава 32 *·

МОДЕРНІЗАЦІЯПРОБЛЕМИШТЕЙНЕРА-ЛЕМУСА

Про задачу Штейнера-Лемуса написано достатньо. Нагадаємо
коротко:

якщо Іа = Zb, то а = Ь.

Розглянемо рівність відрізків Μ±Ν± і Μ2Ν2, які поєднують

проекції довільних точок на сторонах трикутника на дві інші
сторони (точки Хг і Х2).

1. Якщо точка X збігається з основою висоти, то проблеми
Штейнера-Лемуса немає, оскільки

= μ2ν2 = 4
£1

і тут доречно поговорити про однойменні відрізки.

2. Нехай точки Χχ і Х2 збігається з серединоюАС і серединою

сторониАВ. Оскільки

M^N-l = mbsinB, a.M^l2= incsin.C,
то

тпь _

sinC

mc sin В

Враховуючи формулу медіани, маємо
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або і

2α2 + 2с2 -b2
_

с2

2az + 2b2 -c2~ b2�

2a2(b2 - с2) = Ь4- c4;

(b2 - c2)(2a2 - (b2 + c2)) = 0,
ЗВІДКИ

або
2a2 =.b2 + c2.

Значить, трикутник може бути рівнобедреним або автомедіан
ним (визначення С. І. Зетеля).

3. Нехай тепер точка X збігається з основою бісектриси (L
або L2).
Перший спосіб. Оскільки

Μ,Ν, = а ^2^2 =

то за умовою ZflsinA = ZdsinB.
Скористаємося формулою бісектриси:

2Ьс А . . 2ас В .
�

cos�smА = cos�sm В,
b + c 2 а + с 2

або

b А -

л
а в

Г>
cos
�sinА = cos�sm В,

b+c 2 а+с 2

або

А В
sin В cos� sin A sin A cos� sin В

2 2

sin В + sin C sin A + sin C

A
n . A + C A-C

o
В . B + C B-C

cos� 2 sm cos = 2 cos�sm cos ,

2 2 2 2 2 2

звідки

A-C B-C
cos = cos ,

2 2

звідки
A = В, або ж С = 60°.

Другий спосіб. Доречно скористатися формулою

S = �AW � MN.
2

Пропонуємо читачеві продовжити пошук модернізацій про

блеми Штейнера-Лемуса.
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ГлаваЗЗ

КАЗКОВАРЕАЛЬНІСТЬРАДІУСА
НАПІВВПИСАНОГО КОЛА

Напіввписане коло було розглянуто в главі «Знання чи

імпровізація» в книзі «Повернення шкільної геометрії» (К.:
Факт, 2000)1. Цариця Шахерезада виводить формулу радіуса
цього кола:

і робить це не таким вже й простим першим способом. Ніяк не

менш «казковий» другий спосіб виведення формули (*) �

застосування теореми Кезі. Покажемо ще два способи

доведення.
�
Третій спосіб. Нехай коло з центром і радіусом гх

дотикається до кола з центром О радіуса R (рис. 33.1).
Опустимо з точок О і Ох перпендикуляри ОМ і OrN на хорду

АВ. Далі опустимо перпендикуляр ΟχΡ на ОМ і розглянемо

прямокутний трикутник 00χΡ.

За теоремою Піфагора (RcosC - rtf + (гї ctgу - = (л - rtf.

Після спрощення отримаємо:

гх = с · tg� - 2В(1 - cos С) tg2 � = с · tg� - 2# sin С tg � tg2 � =

2 2 2 2 2

1 Маємо на увазі коло, яке дотикається до двох сторін трикутника
і описаного навколо нього кола.
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Четвертий спосіб. За теоремою Стюарта для ΔΑΟΟν
враховуючи, що інцентр І лежить наАОх, маємо:

ОІІ
2
= �(АГ · ООі2+іа -ОА2 -АІ- ІО, � АОА.
АОг

За формулою Ейлера ОІ2 =R2- 2Rr. Отже,

. А
sin�

R2 - 2Rr = 2.
гі

γΊ2 , q-r О2 г(Гі-г)Гі
__{R.ri) +�^R
sm� sm� sm �

\ 2 2 2 j

Після перетворень отримуємо

i\(R2 - 2Rr) = r(R - rx)2 + (^ - r)R
,2 ГГ^Гі - Г)

. 2A
�

sm �

2

або rx = ��звідки rx =

. 2 A-
sin �

2

r

,2

�

2

Задача 1. Довести, що радіус напіввписаного кола, яке

дотикається до катетів прямокутного трикутника, дорівнює
діаметру вписаного кола.

*Доведення. Оскільки гх =
�

cos

�, то гх
= 2г. ·

І Задача 2. Дано: R; гх; а. Знайти S.

Вказівка. Задача зводиться до находження площі трикут¬
никаАВС за R·, г; а.

Напіввписане коло і нерівність

І Задача 3. Довести, що r < гг

�Доведення очевидне.
·

І Задача 4. Побудовані напіввписані кола радіусів rv г2 і г3.
Довести, що 2R > гх + г2 + г3 > 4г.

�Доведення. Доведемо, що гх + г2 + г3 > 4г.

Оскільки

1
1 х гА.

�
= l + tg2 �,

2 А. 2
cos �

2

маємо гх + г2 + г3 +tB2f+tg2j
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Оскільки

2 А і 2 В 2 С А В В С С А

tg _ + tg _ + tg ->ts-tg- + tg-tg- + tg-tg-,

,A,B,B,C,C,A^ .

,
a tg-tg� + tg�tg- + tg-tg� = 1, τογχ + γ2 + γ314γ.

Доведемо, що rx + r2 + r3 < 2R. Дійсно,

f \

i\ + r2 + r3=r
111

� + �+ -

2 A 2 В 2 C
cos � cos � cos �

2 2 2/

= 4Br|
1

+ �-� +�-

r6 + rc ra+ rc ra + rb

де ra, rb, rc
� радіуси зовнівписаних кіл.

Маємо

1 a
ra+rb 4 Ha rbJ rb + rc 4

1 <1-+-I;
/6 rc) rc + ra 4

1 1
� + �

Тому rx + r2 + r3 < 2йг( � +� + � І. Але з іншого боку:
Ио rb rc>

1=�+�+�
r ra rb rc

�

відповідно, rx + r2 + r3 < 2R.

ДОТЕПНЕ ДОСЛІДЖЕННЯДОТЕПНОЇ ЗАДАЧІ

Мова піде про досить відому задачу:
На стороні ВС трикутника ABC знайти таку точку D, щоб

величина AD була середнім геометричним величин BD і CD.

Думаю, що задача стала популярною після Шістнадцятої

міжнародної математичної олімпіади, проведеної в 1974 році в

Німеччині. Розв�язок задачі відомий (рис. 34.1).
Нехай О � центр кола, описаного навколо трикутника ABC

(для наочності зобразимо його тупокутним). На радіусі ОА як на

діаметрі побудуємо коло, яке перетинатиме хорду ВС в шуканій
точці D.

Дійсно, проведемо хорду ААХ, якій належить точка D.

Оскільки OD ±ААХ, тоAD = ΒΑχ, і
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AD-DA^BD- DC, абаAD2 = BD · DC.

Визначення точки D було лише елементом запропонованої
задачі. Насправді умова задачі (вона була запропонована
Фінляндією) була дещо іншою:
У трикутнику ABC величини кутів при вершинах А, В і С

дорівнюють α, β р γ. Довести, що нерівність sina · sinp < sin2 � є

2

необхідною і достатньою умовою для того, щоб на відрізку АВ
знайшлася така точка D, що величина CD була середнім
геометричним величин AD і BD.

Звісно, автори розділили задачу на два етапи: перший �

знайти точку D (це ми вже зробили) і другий � дослідити, коли

задача має розв�язок, підказуючи для цього тригонометричну

нерівність.
Отже, визначення точки D з шуканими властивостями,

еквівалентне до визначення на колі, описаному навколо трикутника
АСВ (рис. 34.2), такої точки Cv що відрізок ССХ точкою перетину
D з відрізкомАВ ділиться навпіл.

Доведемо, і це головне, що точку Сх на колі можна знайти тоді
й тільки тоді, коли СН < КМ, де К � середина дуги АСХВ, М�
середина відрізка АВ, СН � висота.

Дійсно, розглянемо хорду CCV Проекцією відрізка CD на

діаметр КЕ буде відрізок FM, який дорівнює висоті СН.
Проекцією відрізка DC± на діаметр ЕК буде відрізок ML. Якщо
CD = DCV то FM = ML, а щоб існувала точка L, необхідно і

достатньо, щоб FM < КМ, або
СН<КМ. (1)

Очевидно, СН = 2Bsina*sinP, aMJf = B-Bcosy = 2Bsin2 �,
2

2 Y
або, враховуючи (1), маємо: sin α · sin β < sin �, що й потрібно

а

було довести.

А
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- Гла^-W^ -

ПІДТВЕРДЖЕННЯПРОРОКУВАНЬ
ПРЯМОКУТНОГОТРИКУТНИКА

Дивно, але досі не помітили дивовижну, ба навіть

«потойбічну», властивість прямокутного трикутника � він здатен

пророкуватиі Навіть більше � всі його пророкування

справджуються! Феномен прямокутного трикутника полягає в тому,

що найпростіші, геть очевидні залежності, властиві цій фігурі,
дозволяють гіпотетично стверджувати: тривіальна властивість

прямокутного трикутника може виявитися особливою, а інколи

й важкою для доведення теоремою геометрії трикутника.

Наприклад, теорема про перетин трьох висот трикутника в одній
точці. Хто зна, може, ця тепер така очевидна теорема виникла

саме як аналогія з прямокутним трикутником. Отже, спробуємо
побачити в прямокутному трикутнику деяку залежність, а з її

допомогою «спророкувати» особливу теорему в «звичайному»
трикутнику.

Попередньо звернемо увагу на два «незвичних» твердження.

Твердження 1. У прямокутному трикутнику ABC (ZC = 90°)
вершина С е ортоцентром цього трикутника.

Твердження 2. Висота СН3 е «ортоцентричним
трикутником» прямокутного трикутника, периметр якого дорівнює
подвоєнній висоті.

Дійсно,

Н2Н3 + Н3Н1 + Н1Н2 = СН3 + СН3 + 0 = 2СН3.
Розглянемо гіпотетичні задачі прямокутного трикутника

ABC (ZC = 90°) на такому прикладі.

І
Задача 1. У прямокутному трикутнику ABC (ZC = 90°)
очевидно, що Ζ АСН3 = ZCBA (рис. 35.1).

� Маємо відповідну аналогію (рис. 35.2). Аналогом кута АСН3
прямокутного трикутника є кут АН2Н3 непрямокутного

трикутника АВС. Припускаємо, а точніше пророкуємо, що в
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непрямокутному трикутникуABCкутАН2Н3дорівнює кутуABC
� отримали відому задачу, яка приводить до антипаралельних

прямих. Пророкування справдилося.
·

І
Задача 2. У прямокутному трикутнику ABC (ZC = 90°)
трикутник САН3 подібний до трикутникаВАС. Знайти

відповідну аналогію.
� У трикутнику ABC трикутники АН2Н3 і ABC подібні

(рис. 35.2).·

І
Задача 3. У прямокутному трикутнику ABC (ZC = 90°) О �

центр описаного кола, й ОА ± СН3. Знайти відповідну
аналогію (рис. 35.3).

�Очевидно, що в трикутникуABC OAZH2H3 (рис. 35.4).·
Задача 4. У прямокутному трикутнику ABC (ZC = 90°)

S = СН3 �АВ. Знайти відповідну аналогію.
2

� Оскільки в прямокутному трикутникуABC (ZC = 90°) висота

СН3 є виродженим ортоцентричним трикутником, периметр
якого дорівнює 2СН3, а гіпотенуза АВ = 2R, то можна

припустити, що в трикутникуABC = R ·

рн, де рн
� півпериметр

ортоцентричного трикутника Припущення виявилося

правильним, оскільки формула S = R· Рп � загально відома. ·

І
Задача 5. Опишемо навколо прямокутного трикутникаАВС
коло і продовжимо висоту СН3до перетину с цим колом в точці
N (рис. 35.5). Знайти відповідну аналогію.

� Оскільки точкиN і С у прямокутному трикутнику

симетричні відносноАВ, а С � ортоцентр прямокутного трикутникаABC,
то стверджуємо, що точка перетину прямої СН в гострокутному

трикутнику ABC з описаним колом симетрична ортоцентру Н

відносноАВ. Отримали відому задачу.
·

(Задача 6. Знайти відповідну аналогію кола, описаного

навколо прямокутного трикутникаАВС (ZC = 90°).
� У трикутнику ABC кола, які проходять через кожних дві

вершини трикутника і його ортоцентр, дорівнюють колу,
описаному навколо трикутника. ·
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1 Задача 7. У прямокутному трикутникуABC (ZC = 90°) через
вершину С і центр О описаного кола проведено діаметр ССГ
Точки С і Сх симетричні відносно точки О. Знайти відповідну
аналогію.

© У трикутнику ABC точка Сх діаметрально протилежна точці

С, симетрична з ортоцентром трикутника Н відносно точки М3,
середини сторінАВ (рис. 35.6).®

І Задача 8. У прямокутному трикутнику ABC (АС = 90°)
проведено медіану СМ3. Знайти відповідну аналогію.

©Відповідь: пряма Ейлера.·

І
Задача 9. Якщо в прямокутному трикутнику інцентр І
належить медіані СМ3, то цей трикутник рівнобедрений.
Знайти відповідну аналогію.

© Якщо в трикутнику ABC точка І належить прямій Ейлера,
то трикутник рівнобедрений. Доведення можна знайти в книзі

«Трикутник і тетраедр в задачах».·

(Задача
10. У прямокутному трикутнику ABC (ZC = 90°)

AC2 =АВ2-ВС2. Знайти відповідну аналогію в трикутникуABC.
© У трикутникуABCAH2 = 4R2-а2.·
Задача 11. У прямокутному трикутнику ABC (АС = 90°)

ОМХ =�АС. Знайти відповідну аналогію.
2

О У трикутникуABC ОМХ = іАН (рис. 35.7 і 35.8).©
2

Задача 12. У прямокутному трикутнику ABC (ZC = 90°)

МГМ2 = �АВ. Знайти відповідну аналогію.
2

� У трикутникуABC М1Е1 = R (Е1 � точка Ейлера� середина

відрізкаАН).·
Задача 13. У прямокутному трикутнику ABC (Z.C = 90°)
ортоцентр С лежить на колі, яке проходить через середини

його сторін. Знайти відповідну аналогію.
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�Довести, що якщо ортоцентр трикутника лежить на колі, яке

проходить через середини його сторін, то трикутник

прямокутний. ·
*

Задача 14. У прямокутному трикутнику проти кута 30°
лежить катет, що дорівнює половині гіпотенузи. Знайти

відповідну аналогію.

�Довести, що для того щоб один із кутів трикутника

дорівнював 60° (або 120°), необхідно і достатньо, щоб відстань від
вершини трикутника до ортоцентра дорівнювала радіусу
описаного кола. ·

Задача 15. У прямокутному трикутникуABC (ZC = 90°):

_
Лс

_

S
_

г ·

р
_

Рн
р Е-.г, r-p r'

2
F

Знайти відповідну аналогію.

�В трикутникуАВС = �.
·

р R

-к**

У прямокутному трикутнику ABC (Z.C = 90°) проведемо
пряму через точки М1 і І. Вона перетинатиме катет АС в точці
К. Доведемо, що КА = г (рис. 35.9).
�Доведення. Позначимо7СЙГ2

= х,АК=у. Оскільки трикутник

ІК2К подібний до трикутника МгСК, то

2г х . 2г2
� = ; звідки х = .

а г + х а-2г

CL7*
Нехай у

= b - (г + х), або у = b .

а - 2г

Доведемо, що у
= г. Маємо аг - 2г2 = ab - 2rb -

аг, або

2г2 -2r(b + а) + ab = 0, звідки

а + Ь-с
Г~

2
�

що і потрібно було. ·

Відповідна аналогія: пряма, яка проходить через точки М±
і І в трикутнику АВС, відтинає на висоті АНг відрізок АК = г.
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Задача 16. Довести, що в

прямокутному трикутнику ABC

(ZC = 90°),hc<0,5p.
�Доведення. Оскільки2hc= 2рн,

а 2рн< р, звідки

Лс<О,5р.·

ГяаваЗб

ТЕОРЕМА КЕЗІ, АБОУЗАГАЛЬНЕНАТЕОРЕМА

ПТОЛЕМЕЯ1

Кезі � шотландський математик XIX века. Окрім іншого,
написав коментарі до перших шести книг «Начал» Евкліда
(Casey «Asequel to the First Six Books of the Elements of Euclid,

Containing on Easy Introduction to Modern Geometry with
Numerous Examples», Dublin, 1888).

Теорема, про яку піде мова, зустрічається серед задач

Сайгаку � Японської храмової геометрії (XVII � XIX).
Теорема Кезі «працює» з чотирма колами уА, ув, ус, yD, які

дотикаються до колаγ (зсередини або ж зовні). Позначимо точки
дотику А, В, С, D (рис. 36.1), тобто чотирикутник ABCD

вписаний, і до нього далі буде застосована теорема Птолемея.

Позначимо відрізки спільних зовнішніх дотичних d^, dBD, dDC,
(iAC' ІЇдД� ^BC-

Теорема Кезі

Маємо рівність:

dAB &CD + ^AD
*

dBC = dAC
�

^BD
Зазначимо, що теорема правиль¬

на і для кіл нульового радіуса, тобто
точок.

� Доведення теореми Кезі.

Лема. Дано коло (О; R) і два кола

гі)> Ув(°25 г2>�
дотикаються до нього зсередини в точках

А і В. Довести, що відстань d (уА; γβ)
обчислюється за формулою:

АВ і

d(yA'> Ув) = - ri)(# - гг) · (*)
л

1У главі використано матеріал книги 3. А. Скопеця
«Геометрические миниатюры», розділ «Обобщение теоремы Птолемея» (М.:
Просвещение, 1990).
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�Доведення. Позначимо d(yA; γΰ) = ΑχΒχ. Проведемо відрізок
ΟχΚ, паралельний доΑχΒχ (рис. 36.2). Очевидно, щоОх7Г =ΑχΒχ.

Із ΔΟχΟ2ίΓ:
АхВх2 = ОхО22-(г2-гх)2. (1)

Із ΔΟχΟΟ2:

ΟχΟ22 = (R - rx)2 + (R - r2)2 - 2(B - rx) · (R - r2)cos(p, (2)

де φ
= /ЛОВ.

Із ΔΑΟΒ: АВ2*= 2Д2 - 2B2cos<p, звідки

(3)
2R2-AB2 ·, АВ'

cos φ
= = 1

2R 2R

Підставимо вирази (2) і (3) в (1). Маємо

2
�

АХВХ2 = -(г2 - гх)2 + (В - г2)2 + (В - гх)2 - 2(В - гх)(В - г2)

/ . �2 ААВ2 '

2В2

Покажемо, як із останнього виразу отримати вираз (*).
Маємо

d2 = -г2 + 2г2 ·

гх
- гх2 + R2 - 2Ri\ + rx2 +'R2

-2Вг2+г22-2(В-гхХВ-г2]і-
АВ

2R2

або

d2 = 2(В - гх)(В - г2) - 2(В - гх)(В - г2)
2В2 - АВ2

2R2

d2 =(В-гх)(В-г2)

звідки остаточно

2R2 -2R2 +АВ2']
= (В-гх)(В-г2)^-;R

d = ^V(B-rx)(B-r2). ·

Перейдемо до безпосереднього
доведення теореми Кезі. Розглянемо

чотирикутник ABCD, вписаний в коло

γ (рис. 36.1). За допомогою формули (*)
виразимо його сторони і діагоналі, щоб
застосувати потім теорему Птолемея.
Нехай кола уА, ув, ус, yD мають радіуси

гр г2, г3, г4. Тоді за формулою (*) маємо:
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<ІАВ = 4т-7ІГ2, де ТгТ2 = д/(тг � ?'і)(/г � г2),

dBc=^-'I2I3> де Т2Т3 = yj(R-r2)(R-r3),

d-cD =�37^3^4» Де ТзГ4 = ^(R - r3)(R � г4),

dDA де ГХГ4 = ^R-r^R-r^,

dCA =·^Γ173. де ад = ^(R - r3)(R - r\),

djjB = ^2^4 > ДЄ ^2^4 = ~ ri)(R � гг)·
R

Для чотирикутникаABCD запишемо теорему Птолемея.

AB-CD+AD-BC = BD-AC. (1°)
Оскільки

АВ _ ^ав ' Д
пл _ dcp � R

кг _ dBC R
Δη _ dj^ � R

CD =
, ВС = Дс

'

,
AD =

TrT2 T3T4 T2T3 1\T4

AC=^£-X., BD = ^Sl±,
ад ад

то вираз (1°) запишемо так

р2 @ΆΒ ' dCD
+

аАР · аВС
_ r2 dBD '

�АС
�

ГД . Г3Г4
�

ГД · ГД Г2Г4 . ГД
�

або

^АВ ^CD + ^AD
*

^ВС dBp
'

^АС* *

Методична порада:
як скористатися теоремою Кезі

Записуємо по колу як букви А, С, Е, В всі кола. Як правило

А, В, С � точки, нульові кола, а В � задане коло (позначається
ω). До чотирикутника АСЕВ застосуємо теорему Птолемея,

замінюючи сторони � відрізками дотичних.
Розглянемо декілька задач.

Задача 1. (Прасолов. Збірник задач з планіметрії: ч. 1,
№ 3.42 б). В коло S вписано рівнобедрений трикутник АВС

(АВ =АС). Коло Sx вписане в сегмент ВС, який не містить

точкиА. Довести, щодовжинадотичноїдо кола АХ дорівнюєАВ.
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�Доведення. Нехай коло Sx дотикається до сторони ВС

в точці Т, а дуги ВС � в точці Е (рис. 36.3). Створюємо
чотирикутник АВЕС для теореми Кезі, вважаючи точку Е колом. Тоді

АЕ � ^ес ^ве � АС ~ ^ае � ВС

Оскільки dEC = СГ, dBE = ВТ, d^ =АХ, то

АВ · СТ + ВТ · АС=АХ · ВС.

Але за умовоюАВ =АС. МаємоАВ(СТ + ВТ) =АХ
· ВС, або

АВ-ВС=АХ-ВС,
звідкиАВ = ВХ. ·

Задача 2. На відрізкуАВ як на діаметрі побудовано півколо

γ. Точка С належить діаметру, а півкола γχ і γ2, побудовані на

відрізках АС і ВС, дотикаються один до одного і півкола γ.

Відрізок СЕ � їхня спільна дотична (В є γ), ΜΝ � зовнішня

дотична. Довести, щоΜΝ
= СЕ.

�Доведення (рис. 36.4). Доповнимо півколо до кола γ.

Продовжимо ЕС до перетину з γ в точці F. Розглянемо

многокутник, вершини якого � точки колаAEBF.

Позначимо EC = t. Враховуючи, що

^АЕ � ^BF + ^AF � ^ЕВ ~ MN · EF,

і

^ае = dEB = EC � ί; ^fa = ^fb ~ ВС = ί; EF = 2ί,

отримаємо t2 + t2 = MN · 2t, відповідно MN = CE. ·

***

Теорема Кезі на Міжнародній олімпіаді

І
Задача 3, яку ми маємо намір розглянути, вперше з�явилася на

Міжнародній математичній олімпіаді в 1978 році: коло

дотикається зсередини до кола, описаного навколо рівнобедреного
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трикутника ABC, а також рівних сторін АВ і ВС цього

трикутника в точках С± і Ах відповідно. Довести, що середина

відрізка СХАХ є центром кола, вписаного в трикутникABC.

Умова «рівнобедрений» � зайва. Задача розглядалася в книзі

«Повернення втраченої геометрії».
Покажемо застосування теореми Кезі.

Задача 4. Довести, що

ВАг = �,(р � півпериметр ААВС) (1°)
Р

� Доведення (рис. 36.5). Приймемо точки С, А, В як

«нульові» кола, позначимо точку Е як коло ω. «По колу»

поставимо вершини вписаного чотирикутника СЕАВ і

застосуємо до нього теорему Птолемея:

СВ-АВ + ВА-ВС = СА-ВВ.

За теоремою Кезі позначимоАх і Сх � точки дотику кола ω зі

сторонами ВС і ВА, отримаємо:

САХ· АВ+АС1-ВС =АС-ВС1. (2°)
Нехай ВАХ = ВСХ = х. Тоді рівність (2°) виглядатиме так:

(а - х)с + (с - х)а = Ьх,
або

ас - хс + ас - ах = Ьх,

звідки

2ас = х(Ь + с + а),

отже х =
�, що й потрібно було довести.

·

Р

Теорема Кезі й напіввписане коло

Коло ω ми назвали напіввписаним (рис. 36.5). Знайдемо

радіус г напіввписаного кола.

Задача 5. Довести, що θ

г -

2В�
cos �

2

де г � радіус кола, вписаного в

трикутникABC.

�Доведення. Очевидно, що

r' = BA-tg| Рис. 36.5
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(Αχ � точкадотику напіввписаного кола і сторони ВС) (рис. 36.6).
За формулою (1°) маємо:

1 ·

о
· в

Ό �ас sm В sm�

r- = ^£tg�= 2_
Р 2 I�d В

�sm В · р · cos�

2
Р

2

о
. В

S · sm�

2

. В В В
sin� cos� р · cos�

2 2 2

2В
cos �

2

г ·

Задача 6. Нехай напіввписане коло дотикається до сторін ВС
і ВА в точках А± і Сг Довести, що середина відрізка А1С1
збігається з інцентром І трикутникаABC.

�Доведення. НехайХ� середина відрізкаА^ (рис. 36.7).

Очевидно, що ВХ ± АХСХ і ZXBA = �. Доведемо, що ХЕ = г

2

(ХЕ ± ВС, В є ВС). Маємо:

ХЕ - BXsin� = ВА, · cos� sin�.
2

1
2 2

Застосуємо формулу (1):

ас .
_ В

ХЕ = �sm В = � = г.

2р р

Значить, X Ξ ί. ·

Задача 7. (Збірник задач за редакцією М. Сканаві, № 12.394).
У сегмент кола радіусом R вписано два рівних кола, які

дотикаються один до одного, до дуги сегмента і до його хорди.

Знайти радіуси цих кіл, якщо центральний кут, що

опирається на дугу сегмента, дорівнює α (α Ζ π).

�Доведення. Нехай О � центр кола, аАОВ� сегмент, у
який вписано два кола (рис. 36.8). Проведемо радіус ОВ через

точку К � спільну точку цих кіл. Одне з кіл дотикається до

хордиАВ в точці В і до дугиABD в точці С.
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Застосуємо теорему Птолемея до чотирикутникаABCD:

АВ · CD + ВС ·AD =АС · BD.

За теоремою Кезі:

АВ · DE + ВК ·AD =АЕ · BD.

ос ос
Маємо АВ = BD - 2R sin�; АЕ = R sin� + х (х � радіус рівних

кіл).

BK = R-x-Rcos�; AD = 2Rsin�; DE = Rsm�~ χ.

2 2 2

Тоді:

2Bsin �| Я sin� - x I + ίR - x - Boos� |2B sin� = | Я sin� + x | · 2Bsin �.

4І 2 ) L 2) 2 { 2 ) 4

Поділимо обидві частини на 2# sin�, отримаємо:

2R cos� - 2R cos� cos� = 2x + 2xcos �; R cos� 1 - cos� = 2xcos2 �;
4 2 4 4 4І 2 8�

Rcos �*· 2sin2 �
4 4

2cos2 �
8

4# cos� sin2 �. ·
4 8

Задача 8. Два кола, вписані в сегмент АВ даного кола,

дотикаються зовні в точці X. Доведіть, що їхня спільна

дотична, проведена через точку X, пройде через середину

додаткового сегмента для даної дугиАВ.

�Доведення. Нехай менші кола дотикаються до даного кола в

точкахВ іВ(рис. 36.9), хордиАВ�вточкахМіN. Нехайдотична, що

проведена через точку X, перетинатиме дугу AtВ в точці С.

С

Рис. 36.9Рис. 36.8
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Доведемо, що С � середина дуги АВ. Запишемо теорему Кезі

для чотирикутникаАБВС. Маємо: · ВС +АС · dBE =АВ ·

dEC,
що означає

AM' ВС+АС · ВМ =АВ · СХ. (1)
Запишемо теорему Кезі для чотирикутникаAFBC'.

d^ · ВС +АС � dBE =AB · dCF,
що означає:

AN'BC+AC'BN =AB'CX. (2)

Порівняємо рівності (1) і (2), маємо:

'am-bc+ac-bm=an-bc+ac-bn,
абоАС(ВМ - BN) = BC(AN -AM).
АлеВМ-BN=AN-AM=MN,AC ·MN=BC · MN. Остаточно

AC = ВС, значить, точка С � середина дуги АВ, що й потрібно
було довести. ·

Задача 9 (Збірник задач з планіметрії, Прасолов, ч. 1, № 3.44).
Два кола, вписані в сегментАВ кола, перетинаються в точках

М і N. Довести, що пряма MN проходить через середину

додаткової для даного сегмента дугиАВ.
� Доведення. Нехай вписані в сегмент кола (рис. 36.10)

дотикаються до хордиАВ в точкахX і У, а дугиАВ � в точках Е

і F. Нехай пряма MN перетинає дугу AtB в точці С. Потрібно
довести, що С � середина дугиAtB.

Нехай СКг � дотична до одного з вписаних кіл, СК2
� до

другого. Тоді СК.)2 = СМ · CN = СК22, звідки

СК1
= СК2. (2°)

Запишемо теорему Птолемея дляАЕВС:

АЕ · ВС +AC'BE =АВ' ЕС,
або

АХ · ВС+АС�ВХ=АВ'СК1. (3°)
Запишемо теорему Птолемея дляАБВС:

AF'BC+AC'FB=AB'FC,

або

AY · ВС +АС · BY=АВ · СК2. (4°)
Враховуючи рівність (2°), маемо:

AX' ВС +АС'ВХ =AY' ВС + AC' BY,

абоАС(ВХ
- BY) = ВС(AY -ΑΧ).

Але

ΒΧ-ΒΥ = ΧΥ =ΑΥ -ΑΧ,

AC�XY = BC�XY,

значить,AC
= ВС, що і потрібно було

довести. ·
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Глава 3Ζ

ЗАДАЧА ЯК ОБ�ЄКТКОЛЕКЦІОНУВАННЯ

Колекціонувати задачі? Навіщо? Таке запитання може

виникнути лише у дилетанта. Людина, захоплена математикою,

завжди має свою колекцію улюблених задач. їх можна збирати
за різними ознаками: умови, розв�язування, історичні задачі,
мініатюри тощо. Про такі задачі розповідають як про мистецькі
шедеври, як про винятковий талан для автора, зрештою, к про

найвище втілення математичної естетики і умови, і розв�язку.

Багатьом «колекційним» задачам � сотні й тисячі років. Не

сумніваюся, що такі задачі народжуються і сьогодні.

Однією з таких задач, опубликованою в журналі «Квант» (М.
511), хочу поділитися. У ній є все: коротка умова, нестандартне

розв�язування, а головне � яскравий показ методів розв�язання.
Навіть розповідь про неї (якщо не вдалося ров�язати самотужки)
не лише повчальна, а й хвилює, викликає захоплення автором

задачі й тим/и, хто зміг її розв�язати.

І
Всередині чотирикутникаABCD позначено таку точку М, що
чотирикутник ABMD � паралелограм. Доведіть, що якщо

ZCBM = ZCDM, то ZACB = ZBCM.

�Д оведення. Перший спосіб. Проведемо відрізок CN, рівний
і паралельний до відрізка ВМ (рис. 37.1). Тоді чотирикутники
BNCM lANCD � паралелограми, звідки випливає, що

ZNAB = ZCDM, ZNCB = ZCBM.

За умовою ZCBM= ZCDM> відповідно, ZNAB = ZNCB і точки

А, В, N, С лежать на одному колі. Тому ZNBC = ZBCM, а

ZNAC = ZACD (чотирикутники BNCM і ANCD �

паралелограми) і ZBCM = ZACD, що й потрібно було довести.

Другий спосіб базується на подібності чотирикутників. Нехай
точка В' � перетин прямих ВМ і CD, а

точка D' � прямих DM і ВС.

Доведемо, що чотирикутникиABCD

і MB'CD' подібні.
Дійсно, у цих чотирикутників кут С

спільний, а інші кути попарно рівні:

ZA = ZM, ZB = ZB', ZD = ZB'.

Доведемо тепер, що їхні сторони

пропорційні.
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Оскільки трикутники BDM і DBM подібні й чотирикутник
ABMD � паралелограм, то

MB
=

МР·

АВ
�

AD
�

а це означає, що чотирикутники ABCD і MB CD' � подібні! Із
цього виходить, що

ZACD = ZMCD� = ZMCB,

що й потрібно було довести.*
1

Глава 38

ЗАХОПЛЕННЯНАВЧАННЯМ

Даруйте, але не пригадаю, де була вперше надрукована ця

задачі і хто її автор. ПРоте впевнено можу стверджувати, що

тираж її величезний: вона скромно зайняла місце в групі В
відомого задачника під редакцією М. Сканаві. Ось її умова.

ПлощатрикутникаABC дорівнює Sp площа трикутникаАНВ
(Н� ортоцентр) дорівнює В2. На прямій СН взяли таку точку

К, що трикутник АВК прямокутний. Довести, що площа

трикутникаАВК є середнім геометричним між Sx і S2.
Із задачею я «знайомий» давно, та лише зараз оцінив її

педагогічну цінність.
Почнемо з того, що розв�язати задачу не просто. Мабуть,

найприродніше її розв�язання � за допомогою подібності.
е
Перший спосіб (рис. 38.1). Потрібно довести, що S32 = · S2

(S3 � площа трикутникаАВК).
Цю рівність можна записати так:

с2 · КН32 = с2 · СН3· НН3,
або

кн32 = сн3· нн3. (*)
Оскільки АВКА = 90°, то

КН32=АН3�ВН3.
Щоб отримувати рівність (*),

потрібно довести, що

СН3-НН3=АН3-ВН3.
Якщо цю рівність записати як

СН, ВН,

АН, НН,
(1°)
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то очевидно, що потрібно використати подібність трикутників
СВН3 ІАНН3. Дійсно, ці прямокутні трикутники мають рівний
гострий кут.

До речі, можна «обійти» подібність: із рівності (1°)

= tg А, а = tg гВНЯд, але ZBHH3 = ZA!
АЯд НН3

3 3

Отже, задача «вміщається» в рівність:
КН32 = СН3-НН3. (*)

Спробуємо тригонометрію.
Другий спосіб. Виразимо за допомогою R і кутів трикутника

всі компоненти рівності (*):

НН3
= ВНсозА = 2RcosAcosB, СН3 = asinB = 2BsinAsinB,

КН3 = ^АН3 · ВН3 = Jb cos А · a cos В = д/в2 sin 2А · sin 2В.

Маємо НН3 · СН3 = B2sin2A · sin2B.

Проте! Існує ще й третій спосіб доведення. І знову на «відмінну
геометрію» виведе алгебра!

Третій спосіб. Позначимо

АН3 =

тп; ВН3 = п; НН3 = t.

Маємо:

&АКВ
_
&Н3

_

утп

&АНВ ##3 t

Далі

Помножимо

&АКВ

&авс

S2
АКВ

_

771/1 · л/тпп
&АНВ ' &АВС t ·

Очевидно, що повинно бути
mn = t ·

ha. Дійсно, опишемо коло

навколо 6АВС (рис. 38.2). Продовжимо

відрізок СН3 до перетину з колом

в точці N.

Тоді H3N = t (використали відому
властивість НН3

= H3N). Тепер
застосуємо теорему про добуток
відрізків хорд

CH3-H3N=AH3-BH3,
або mn =

значить,
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с с

S
в

А А

Рис. 38.4Рис. 38.3

Розв�яжемо задачу за допомогою стереометрії. Застосування
стереометрії для розв�язання планіметричних задач особливо

цікаво!
Четвертий спосіб. Розглянемо прямокутний тетраедр CSAJB

(три кути при вершині S � прямі (рис. 38.3)).
Можна довести, що

(2°)
До трикутника ABC (рис. 38.4) у просторі з ортоцентра Н

поставимо перпендикуляр t. Нехай К � деяка, точка на прямій
СН, така, що ZAKB

= 90°. Повернемо трикутникАХВ так, щоб
його вершинаК опинилася на перпендикулярі t. Отриману точку
позначимо S(k). Тоді тетраедр CS(k)AB� прямокутний,
оскільки ZBS(fe)A = 90°, а висота S(k)H проходить через

ортоцентр Н грані САВ. Тоді за формулою (2°)

&S(k)AB - а/&ABC '$АНВ »

але трикутник SAB � це трикутникАКВ, а тому

Воістину, ця задача � скарб не лише для геометрії, а й для

педагогіки геометрії!
Гадаю, що пропонована задача буде також до речі і поповнить

скарбницю цієї глави.

Задача1. У прямокутному трикутнику ABC (ZC = 90°)
проведено висоту CD, що дорівнює h. ТочкиМ іN� середини

відрізків BD іAD. Знайти відстань від точки С до ортоцентра

трикутника CMN.

1
Автор І. Ф. Шаригін.
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� Нехай Q � ортоцентр
трикутника CMN (рис. 38.5). Позначимо

ВМ = MD = т; DN = NA = п.

Опишемо навколо трикутника

CMN коло і продовжимо відрізок
CD js,o перетину з колом у точці Qv

Нехай DQ1 = DQ = t. Маємо

CD = h = 2л/тпп; CD · DQr = тп,

3h
або ht = �; значить, t -

� і CQ =

4 4 4

Глава 39

КАТЕТИЯКВИСОТИ.

НАРОДЖЕННЯЧИВИРОДЖЕННЯ?

А можуть бути висоти як катети? Яка абракадабра!
...І нічого дивного тут немає � це ж так просто � прийняти

катети прямокутного трикутника за його висоти!

Висоти «виродилися» у катети! Катети «народилися»
висотами! Така собі «надривна» ситуація � що вона може дати?

Теорема-ланцюжок (назва теореми пов�язана з її

доведенням). Якщо у трикутнику ABC одночасно

а = ha
b = hb�

то трикутник ABC � рівнобедрений прямокутний.
�Доведення. Маємо «ланцюжок»:

а > h. = Ъ > h = а.
о а

Оскільки в ланцюжку всюди стоїть знак «дорівнює», то

отримуємо

а = Ъ = Λ = Λ,.
а ο

Оскільки відрізок hb � перпендикуляр, а сторона а � похила,

то а повинна збігатися з висотою hb, значить, сторона а

перпендикулярна до сторони Ъ � і теорема доведена.
·

J Задача 1. Якщо а + Ъ = ha + hb, то ZC = 90°. Довести.

�Доведення. Дійсно, оскільки а > hb, Ъ > ha, то а + Ь >

h + hh,CL U

Отже, ці нерівності будуть правильні тільки у випадку знака

рівності. Оскільки сторона а � похила, a hb �перпендикуляр,
то а збігається з hb, значить, а перпендикулярна до Ь. ·
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І
Задача 2і*(Четверта Всеросійська олімпіада, 1964 р., Москва).
У трикутнику дві висоти не менші за сторони, на які вони

опущені. Знайти кути трикутника (автор задачі �
Л. М. Лоповок).

Застосуємо принцип теореми-ланцюжка. Тоді трикутник
ABC � рівнобедрений прямокутний.

Відповідь: 45°, 45°, 90°.
Покажемо, як, враховуючи умову «висота � катет»,

«катет � висота», можна створити нові задачі.
Відомо, що

hb hc г

�

«Замінимо» ha і hb сторонами а і Ъ й поставимо задачу.

Задача 3. Довести, що якщо � + -ί + � = -ί, το трикутник
а Ъ hc г

прямокутний.

�Д оведення. Перший спосіб. Перепишемо задану рівність
так:

а + Ьі+1 =1_2_
а Ь r hc

або
ab

1 с

~r~~2S9
або

а + Ь

ab

1 с

2 гр9

звідки
а + Ь

ab

а + Ь

2г- р9
- ab = гр, � ab = S, значить, ZC = 90°.

2

Другий спосіб. Маємо: � +� +� =
�,

або ha + hb + с = 2р, або
2S 2S 2S 2S

+ hh � a -l· Ь.
а ь

За задачею 1 трикутникABC � прямокутний. ·

НехайX� довільна точка всередині трикутника, d1,d2,d3 �
відстані від точки X до сторін АВ, ВС, АС. Відомо

співвідношення:

= і. ·

ha hb hc
«Замінимо» ha і hb сторонами а і Ь. Отримаємо нову умову.

Задача 4. Довести, що якщо для будь-якої точки X на

відстанях dv d2, d3 відповідно від сторін ВС, АС, АВ
трикутникаABC виконується рівність

±+4l+4l = 1,
а Ь 1гс

1 Задачу внесено до багатьох конкурсних і олімпіадних за¬

дачників.
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І то трикутникABC рівнобедрений прямокутний2.

�Доведення. Відомо співвідношення + + = За

умовою + + = віднімемо від першої рівності другу
a b hc

й отримаємо

ha hb а b
�

або

£ί1(Λα-α) + £/2(Λ6-&) = 0. (1°)
Далі. Всередині трикутника АВС візьмемо точку Χν у якої

відстань d^
= dv але d2' * d2 (рис. 39.1). Тоді за рівністю (1°)

маємо:

d1'(Afl-a) + d2'(^-fc) = 0. (2°)
Віднімемо почленно із (1°) рівність (2°):

(б/2-б/2Ж-Ь) = °·

Тоді hb = Ь. Аналогічно доводиться, що Ла= а. За теоремою-

ланцюжком можемо тепер стверджувати, що трикутникАВС �

рівнобедрений і прямокутний. Мабуть, найкоротший спосіб

розв�язання � сумістити точку X з вершинами А і В й

застосувати теорему-ланцюжок.
·

Відомо, що для всякого трикутника

d±a + d2b + d3c = 2S.

Змінимо умову й створимо аналогічно нову задачу.

Задача 5. Відомо, що в трикутникуАВС

d1ha + + d3c =

де К � деяка константа. Довести, що трикутник
прямокутний і рівнобедрений.

�Доводиться аналогічно до

задачі 4. ·

Наступна задача цікава не лише

розв�язанням. Наведемо її умову.

Задача 6. Довести, що якщо

р2 _R_
hc(a + b)+ab 2r

�

то трикутник прямокутний.

2 Звертаємо увагу на нетривіальне розв�язування цієї досі невідомої
задачі.
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Перш ніж перейти до доведення, подивимося, як

створювалася ця задача. Далі буде доведено формулу

hbhc + hahb + hahc 2r
'

R
Переробимо її. Якщо в трикутникуABC =

�,
то

bhc + ahc + ab 2r

він прямокутний � отримали умову задачі 6. Перейдемо до

доведення. МаємоЩЬ · hc + a· hc + ab) = 2Sp,

R^-hc +�hc + ab\ = 2Sp,
(hb ha }

(2&b 2Sa Ί abc
або ЛІ �� + �� + ab I = 2Sp. Враховуючи, що Л =

-^-,
маємо

R(2Sb + 2Sa + 4SR) = 2S�p-c, звідки 2S(a + b + 2R.) = 2^C, або
R

a + b + 2R = ^-.
R

Остання рівність розглядається в главі «Провокуюча
одиниця» . Задачу розв�язано.

Задача 7 (!). Середини трьох висот нетупокутного
трикутника лежать на одній прямій. Довести, что цей трикутник
прямокутний.
Доведення цієї задачі також пов�язано з теоремою-

ланцюжком. Але спочатку доведемо лему:

Лема. Відрізки АА±, BBV СС± з�єднують вершини
трикутника ABC із внутрішніми точками протилежних сторін.
Доведіть, що середини цих відрізків не лежать на одній прямій.
�Д оведення. Нехай Мг, М2, М3 � середини сторін ВС, АС,

АВ (рис. 39.2). Тоді пряміAAV BBV СС1 перетинатимуть сторони
трикутникаМ±М2М3 в точках X, У, Z, які є серединами відрізків
AAV BBV CCV Оскільки точки X, У, Z належать трьом сторонам

трикутника, то вони не лежать на

одній прямій.

Переходимо до основної задачі.
Оскільки за умовою середини висот

лежать на одній прямій, то дві з

висот збігаються зі сторонами, а це

можливо, якщо трикутник

прямокутний. ·
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Глава 40

ДОБРИДЕНЬ, ПАНЕ КАРНО!

На вступному іспиті до математичного ліцею було
запропоновано задачу.

Задача 1. Нехай О � центр кола, описаного навколо

гострокутного трикутника ABC. Точки Ох і 02 � симетричні до

точки О відносно середин сторін ВС іАВ відповідно. Із точки
В на пряму ΟχΟ2 опущено перпендикуляр BE (Е є ΟχΟ2) і на

прямій BE відкладено відрізок ЕК = BE. Довести, що точка

К збігається з ортоцентром трикутникаABC.

�Доведення. Перший спосіб (не потребує спеціальних знань
з геометрії трикутника). Нехай Мх і М3 � середини сторін ВС
і АВ трикутникаАВС (рис. 40.1).

Оскільки ВОХ
= ВО2 =ВО (симетрія точок О і Ох відносно точки

Μχ), тоточкаВ�центркола, описаного навколотрикутника ΟχΟΟ2,
а оскільки BE ± ΟχΟ2 (за умовою), то ΟγΕ = ЕО2, тобто точка£ �

середина відрізка ΟχΟ2.
Оскільки BE = КЕ і ВМ3 = AM3, то відрізок ЕМ3

� середня

лінія трикутника АКВ, а значить, М3Е || АК. Із трикутника

ΟχΟΟ2: М3ЕII00х,
а значить, АЙТЦ ООХ, відповідно,АКналежить

висотіАНГ
Оскільки (із ΔΟχΟΟ2) ΟχΟ2||ΜχΜ3ίΒΒ±ΟχΟ2,τοΒΒ ±ΜχΜ3,

а значить, BE належить висоті ВН2. Перетин прямих АК* і ВК

(точка К) � ортоцентр трикутникаABC.

Другий спосіб (застосування формули ОМХ =�АН). Нехай
2

М2 � середина сторони АС трикутника ABC (рис. 40.2).
Оскільки ΟχΒ

= О2В = R (В � радіус кола, описаного навколо

трикутникаABC), то ΟχΒ = ОС, О2В =АО. Оскільки

ОхО2=2МхМ3 =АС,
то

АОСА = ΔΒΟχΟ2
і

ОМ, = BE = �ВК, СМ9 ± ВК,
2 2

значить, К � ортоцентр

трикутникаABC (ОМ2 = � ВН).
2

А
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Третій спосіб (використання факта: центр О описаного

навколо трикутника АВС кола є ортоцентром трикутника

М^Мд).
Через точки β, Е, М±, О проведемо паралельні доАС прямі

Zp Z2, Z3, Z4 (рис. 40.3). Позначимо як t. відстань між ними. Тоді

£(Z2, Zg) = £(Zg, Z^).
Але оскільки

i(z3,Z4)=i(z3>AC)-i(z4,AC) =

= -ВН2 - ОМ2 = -ВН2--ВН = -НН2,
2 2 2 2

отже, t(l2,l3) = �НН2. Далі
2

Ф1,/3) = |вя2,
значить,

^іЛ) = |вя2-|яя2=|вя.
Відповідно

BE = �ВН,
2

отже, К= Н.*
Мені захотілося відстежити витоки цієї задачі. Згадалася

задача:

Задача. Всередині трикутникаАВС взяли точку X. Точки Хр
Х2, Х3 � образи точки X відносно середини сторони ВС, СА,
АВ трикутникаАВС відповідно. Довести, що трикутникиАВС

і Х±Х2Х3 рівні.
�Доведення. Очевидно, що ХгХ2 = 2М±М2=АВ (рис. 40.4).

Значить, сторони трикутника Х1Х2Х3 дорівнюють сторонам

трикутникаАВС.
·
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Добридень, пане Карно!
Нехай X збігається з точкою О � центром кола, описаного

навколо трикутникаABC. Тоді отримаємо умову задачі, відомої
як задача Л. Карно.

Задача Карно. Нехай Ov О2, О3 � образи точки О � центра
описаного навколо трикутникаABC кола відносно сторін ВС,
СА, АВ. Довести, що трикутник ΟχΟ2Ο3 дорівнює трикутнику
ABC імає зABC спільне коло Ейлера (О9) (Моденов П. С. Сборник
задач по специальному курсу элементарной математики. � М.,
I960. �С. 212, №45).

�Доведення (рис. 40.5). Оскільки трикутники ΟχΟ2Ο3 і ABC
рівні (див. попередню задачу), то радіуси кіл Ейлера рівні.
Зазначимо, і це головне, що трикутники О1О2О3 і ABC

гомотетичні (кожний з них гомотетичний з трикутником

М1М2М3), а також (і це також важливо!) центр О описаного кола

трикутникаABC буде ортоцентром трикутника О1О2О3 (оскільки
сторони трикутника О1О2О3 паралельні до сторін Трикутника

М1М2ТИ3). Це означає, що прямі Ейлера цих трикутників
збігаються, а відповідно, збігаються і центри кіл Ейлера
(середина відрізка ОН). ·

І, нарешті, переходимо до доведення першої задачі (рис. 40.6)
із застосуванням задачі Карно.
� У трикутнику О±О2О3 точку О можна отримати як точку К у

трикутнику ABC. Значить, точка К � ортоцентр ААВС, що і

потрібно було довести.
·
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ХТО З НИХ КОРОЛЕВА?

Близнюків не долюблювали. Згадаймо «Принца й жебрака»,
кінострічку з Жаном Маре «Небезпечна схожість», «Залізна

маска» � інтриги, боротьба з несправедливістю, неоднозначний
фінал.

Дві бісектриси: внутрішня Іа і бісектриса зовнішнього кута

Іа'. Про першу відомо «все», про другу згадують мимохідь як про
аналог першої. А насправді, незважаючи на таку собі

«невідомість» , бісектриса зовнішнього кута аж ніяк не поступається
своїй знаній родичці, а іноді навіть перевершує її за

вишуканими геометричними властивостями. Почнемо з трикутника

ALL'. Отже,
а а

�

Трикутник ALaL'a
Тут і далі позначатимемо Іа і � бісектриси внутрішнього

кута ВАС і зовнішнього кута BAN (рис. 41.1), La і L'a
� точки

перетину бісектрис із прямою ВС.

Зазначимо, що трикутник ALaL'a � прямокутний, а його

висотаAHr = ha збігається з висотою трикутника ABC. Цей факт
використовується в розв�язанні деяких задач на побудову,
в яких неявно задається трикутник ALaL'a, а він, у свою чергу,

«допомагає» знайти елементи, яких не вистачає для побудови
трикутникаАВС.

Отже, задача побудувати трикутник ABC:

1) за LaL'a; Іа; /.В � зводиться до задачі побудувати
трикутник за ha; la; ZB;
І 2) за Іа, Іа', та � зводиться до задачі ha; та; Іа.
і Задача 1. Побудувати трикутник за відрізком LaL'a; висоті

ha; стороні с.

�За висотою ha, /.L^AL'а = 90° і відрізком LaL'a будуємо
прямокутний трикутник L^AL'а. За стороною с знаходимо

вершину В. Далі очевидно. ·

Точки Ln і L'
а а

Теорема-аналог: бісектриса
внутрішнього кута трикутника перетинає
продовження протилежної сторони
в точці, відстань від якоїдо кінців цієї
сторони пропорційна прилеглим
сторонам трикутника (рис. 41.2).
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Потрібно довести, що

L�аС : L�аВ =АСАВ.
�Д оведення-аналогія. Перший спосіб. ПроведемоBD || AL'a

(рис. 41.3). Тоді ADBA = ABAL'a = AADB iAD = с. Значить, CL'
а

: L'аВ �AC : DA =AC : AB, що йпотрібно було довести.

Другий спосіб (рис. 41.4). Очевидно, що

СІ£ = S^c_, але s^c =

1
АС. L,aD (L.aD ±АС)

BLa SABL'�
Δ

Позначимо ABAL'
α

= AL'aAD = φ. Із AADL'a:
�

� DL'a = la' · sin<p,
так

sAL^c =

2b la sintp·

Далі:

1 ' 1 '

SABL'� = 'Sin<P = Sin<p·

Розділимо рівність (1) на (2), отримаємо:

(1)

(2)

1, ·

о �Ь � l� sm<p ,

bAL'�C _ 2 _ £

babl'� ^-c la sin φ
c

отже,
CL'a _b
BL'a C

що й потрібно було довести. ·

'

Якщо дві точки X і Y ділять відрізокАВ (одна внутрішньо, а

друга
� зовнішньо) в однакових пропорціях, тобто АХ : ХВ =

=AY : YB, то кажуть, що точки XiYрозділяють гармонічно
точки А і В.

Зрозуміло, що точки LaiLra розділяють гармонічно точки С

ІВ.

Задача 1 (у ній чотири задачі). Побудувати трикутник, якщо

відомі вершини В і С, точка L'a і точка:

1)Я; 2)1; 3)14^; 4) Іа.
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Вказівка. Знайтирозташування точки La.
Аналогічна задача виникає, якщо замість точки L'a задано

точку La.

І
Задача 2. Якщо Q � середина відрізка LaL'a, то

QLa=^QB~QC. Довести.

ас ас

�Доведення. МаємоL�B = ; L'aB = ;
b + c b-c

τ τ, т п т, п (і 1 2abc
LaLa - LaB + ВаВ ~ ас 7

+ 7
~

77 2
'

\b + c b-cj b-c2

За умовою

Маємо:

LaQ = QL'a = �LaL'a = �а&С.
2 b2-c2

QB . βί, - L.B . -гЦ-А- - ΐΊ . ,

b+c\b-c ) b2-c2 b2-c2

аналогічно QC = �

о �с

Перевіримо за допомогою отриманих формул
співвідношення, що нами доводяться:

QB'QC�
ab2 · ас2

(b2-c2>f (Ь2-с2у

2> 2 2
аЬс

-еіі.

Значить, QLa = ^QB · QC , що і потрібно було довести. ·

Де «ночують» основи бісектрис La, Lb, Lc і L'a, L'b, L'c

І
Задача 3. Довести, що основи бісектрис внутрішніх кутів при
двух вершинах трикутника і основах бісектрис зовнішнього
кута при третій вершині лежать на одній прямій.

�Доведення (рис. 41.5). Отже, потрібно довести, що рівність
правильна (застосуємо теорему Менелая).
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Дійсно,

ALb CL'a BLC
= χ

LbC L'aB LCA

ALb CL'a BLC
_ c_ b_ a_ _

LbC L'aB LCA a c b

що й потрібно було довести. ·

(Задача
4. Довести, що основи бісектрис зовнішніх кутів при

вершинах трикутника лежать на одній прямій.
�Доведення.

ALb CL'a BL'C _

с Ъ α
χ

LbC L'aB L'cА
~

а с b
~

�

а це означає, що за теоремою Менелая твердження доведено. ·

Аналогія точки ИГ1 (Точка IVа)
Точку перетину зовнішньої бісектриси Ζα' трикутникаАВС з

описаним навколо нього колом назвемо точкою IVа (рис. 41.6).
Теорема: Точки IVχ і IVа діаметрально протилежні.
�Доведення (рис. 41.7). Дійсно, оскільки ZWAAW1 = 90°,

то WA Wr � діаметр. ·

Наслідок.
(1°) Діаметр WAW1 � перпендикулярний до сторони ВС

трикутника ABC.

(2°) Точка IVа ділить дугу ВАС навпіл.

Дійсно, оскільки

~CW\ = ~W\B,
a 1Y1WA� діаметр, то ^CWA =^BWA.

Аналог трилисника � теорема чотирилисника
Маємо рівність WAB = WAC = WAIb = WAIc. Довести.
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�Доведення (рис. 41.8). Очевидно, що WAB = WAC.

Доведемо, що WAIb= WAB, або Zl = Z2. Із ΔΙ&ΑΙ:

Z2 = 90° - ААІІЬ = 90° - (180° - ZALB) = 90° - ^180° - ^90° + у
Далі

С

2
*

Ζ і = ЛІЬВА - 1abwa = z_ awawa = £_р*_£| = £
b

2
1

2 І2 2 2

що і потрібно було довести. Аналогічно доводиться, що

WAC = WAIC, значить, твердження доведено.
·

Наслідок. Чотири точки: A, WA, Іь, Іс належать одній прямій,
і точка WA � середина відрізка ІьІс.

Задача 5. На колі задано точку А і трчку X поза колом.

Побудувати трикутникABC, вписаний в це коло, щоб точкаХ
була ексцентром Іь (центром зовнівписаного кола, що

дотикається до сторониАС).
Вказівка. Побудувати точку WA � середину відрізка ІьІс.

Формули-аналоги

Задача 6. Довести, що

�Дійсно, трикутникALaL'a � прямокутний. ·

Задача 7. Довести, що якщо Ъ > с, то Іа = sin� (аналог
Ь-с 2

формули Іа ).
2Ьс А

cos�

b + c 2
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� Доведення (рис. 41.9). HexaiiSj
= SAL, c^a = ^AL' в· Тоді

= S + S2. Маємо

si=^bla sin^90° +уs = ^bc sin A> S2 = ± c · Za' sin^90° -

уJ
Значить,

·(, Α ΑΊ _ . . . _

' 2bc . А ж

ln о cos ccos� = ocsmA, звідки ln = sm�.

I 2 2J
а

b-c 2

Задача 8. За допомогою формул

ικ=·
h� h�

cos-
B-C

sm-
B-C

2 2

отримати формулу бісектриси внутрішнього і зовнішнього

кута.
1 Із А41/аН1 маємо:

і, =·

28 be sin А

cos-
В-С B-C B-C

a cos a cos

і 2) Іа .=
�

o,
. A A

,
A

2bc sm�cos� be cos�
2 2 2_

on
.

A
B-C A B-C

2RsmA cos 2R cos� cos

2 2 2

А B-C

Далі: 2Bcos� cos

2 2

J . B + C +
= R\ sin

I 2

B-C . B+C-B+C
+ sin

= J7(sin В + sin C) =

b + c

Отже, Іа = у·�-cos·^·. Аналогічно доводиться формула

Дійсно, із Δί/^L'^:

ha 2S

,
2bc sin�

In =

b-c

la
B-C

sin·

Маємо:

be · 2sin �cos�
2 2

, · A
be sm�

2

. B-C
OD

. . . B-C
OD

. A . B-C
a sm 2R sm A sm 2R sm�sm

2 2 2 2
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. А . B-C
2R sin�sin

2 2

Отже,

f>D В + С . В � С
D/-D

· Sr,
b � с

= 27? cos sm = R(smB - sinC) = ,

/� =

· А
2bc sin�

2_
b - с

Задача 9. Довести формулу-аналог la = - be, де

b^L�Jhc^L'/L
� Доведення. Доведемо чудову пропорцію

ьІ'а
тА

'

AW

Дійсно (рис. 41.10), трикутник ACWA подібний до AAL'aB,
звідки

І' Ь

AW-

Трикутник CWAL'а подібний до трикутника ABL'a, звідки

V
= 1-г, або &. хс.1 = L'B · L'C = L'A · L'WA,

Л г'теМ� 11 � α сГ α �

СІ L'aW

або

або
bllcl1 = V<V+AWA)�

&ι41 = <ν>2 + ν·^Α·
Оскільки I ' -AWA= be, то попередня формула виглядатиме

так:

(V)2 = bilci1-bc··

I Задача-аналог. Довести формулу 1а = ^Ьс(р - Ь)(р - с) (&>с).
Ь � с

�Доведення. Маемо

� · А
,

2bc sm �

L'

I = *_

Ь - С

Піднесемо до квадрату

,,2 2 · 2 А

_

46 с s,�
-

_
26VO-CMA)

а

(b-с)2 (Ь-с)2

208



Застосуємо формулу cos А =

λ2 , Л2 _2
Ь + с - а

2Ьс
. Отримаємо:

da Г =

о, 2 2 2&С -Ь2 -с2 + а2
2ЬС'

2Ьс Ьс(а2-(Ь - с)2)
(Ь-с)2 (Ь-с)2

Ьс(а -Ь + с)(а + b-c)
_

4Ьс(р - Ь)(р - с)

(Ь-с)2 (Ь-с)2

звідки Іа =т <Jbc(p-b)(p-c).*
b-c

1 j _2\

Задача 10. Довести формулу S = ��� (Ъ> с).
4Ьс

�Доведення. Маємо

Іа
� Іа (Ь2 - с2)

=
2y]bcp(p - а) 2^Ьс(р - Ь)(р - с) � (Ь2 - с2)

=

4Ьс Ь + с (Ь- с)4Ьс

= -\ІР(Р - а)(р - Ь)(р - с) = S. ·

І
Задача 11. Довести формулу

4Ь2с2 = + С)2 + і^ь _ с)2

�Доведення. Скористаємося формулами для Іа і /а':
Ζα2(& + с)2 + (1^)2(Ь - с)2 = 4Ьср(р - а) + 4Ьс(р - Ь)(р - с) =

= 4bc(p(p -а) + (р- b)(p - с)) = 4bc(p2-pa +p2-bp-cp + Ьс) =

= 4Ьс(2р2 ~р(а + Ь + с) + Ьс) = 4Ьс · Ьс = 4Ь2с2. ·

Задача 12. Довести формулу
Ьс

-^-г + -^-г = О(а>Ь> с).
Іа � Іа k k � k

�Доведення. Оскільки S = -eL�

4Ьс

то
Ьс

ta la

г2 ζ.2О - С

4S

аналогічно
- ас �а2 +с2

Іь ' Іь 4S
та

аЬ а2 - Ь2

Іс'іс 4S

Додамо три рівності й отримаємо те, що необхідно довести.

Задача 13. Довести S =
(Ь~

ЪаЬс
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�Доведення. Маємо

Ід іьіс (Ь - с)(а - с)(д -Ь)Р 8 · т/МР - Ь)(р - с)ас(р - а)(р - c)ab(p - а)(р - Ь)
8abc 8abc

(b - с)(а - Ь)(а -с)· р
_

ija2b2c2(p - а)2(р - b)2(p -с)2 �

р
_

(а - b)(b - с)(а - с) abc

= pip - а)(Р - Ь)(р - с) = S2,

що і-потрібно було довести. ·

Аналогія: формула S = �AWa � ΜγΝγх, де Мг iN1 � проекції

точки L'a на прямі АС і АВ.
�Д оведення (рис. 41.11). Навколо чотирикутникаAM1L'aN1

можно описатЬ коло з діаметром AL'a. Тоді
M17V1 =AL'a*sinA. (1)

Застосуємо формулу чудової пропорції (задача 9):
b-c=AWA-l^

1 А
'

звідки В = �AW -la sin А. Підставимо в цю формулу вираз (1) і
2

отримаємо

S = -AWa � MjiVi.
2

Наслідок: SABC = Swan1am1·
Побудови з бісектрисою Іа'

Зазначимо, що якщо задача на побудову трикутника, в умові
якої є бісектриса Іа, має розв�язок, то й задача на побудову
трикутника, в умові якої є бісектриса Іа', також має розв�язок.

Перевіряється безпосередньо.
І Задача 14. ПобудуватиАВС за Ь; с\ Іа'.
�Проведемо DC \\АВ до перетину з прямою AL�a (рис. 41.12).

Маємо: = АС_ Отже> DL^_ =b_ =
Іа -Ь

ALa BLa
АВ і� с

а
с

Далі:
ZCAD = ZBAL'a = ACDL'a,

тому трикутник CDA � рівнобедрений. Але СА = CD = b,
DA = DL'-AL�

а а

1 Порівняйте з формулою В = �AWt · MN.
2
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Отже, в трикутнику ACD відомі три сторони, що дозволить

знайти кут DAC, отже, і побудувати трикутник. ·

І Задача 15. Побудувати трикутникABC заА; г; Ζα'.
� Будуємо трикутник АІК3 (рис. 41.13) (К3 � точка дотику

вписаного кола до сторони АВ). Далі вписуємо в кут А коло

з центром І радіуса г. Оскільки АІ ± ALa, то побудуємо
прямокутний трикутникAIL'a й отримаємо точку L'a, з якої проведемо

дотичну і знайдемо точку В, отже, і трикутник ABC.

І Задача 16. Побудувати трикутникABC за hn,mn, І'

Вказівка. Будуємо трикутникALaL'а. Знаходимо Іа, і задача

зводиться до відомої: h,m. І.

І.
а* а

Задача 17 (задача Паппа для Ζα'): побудувати трикутникABC
за α, Α, ζ'·

�Розглянемо подібні трикутники AWjWa і M]WAL'a

(рис. 41.14): =
МіУґ

. Позначимо WAL'= х, M,WA= t.

WrWA WAL'a
a 3

_ X t
.

Отримаємо � =
-
� квадратне рівняння відносно х. А це

2В
х-Іа

означає, що задану задачу розв�язано. ·



Глава 42.

ПРО ОДНУ ЗАДАЧУ В. ПРОІЗВОЛОВА

Декілька років тому я звернув увагу на задачу московського

математика В. Проізволова в журналі «Квант»:
У квадрат ABCD вписано чотирикутник MNPQ (чотири
вершини належать чотирьом сторонам квадрата). Трикутники
APQ, BMQ, CMN, DNP � рівновеликі. Довести, що

чотирикутникMNPQ� квадрат (рис. 42.1).
Два розв�язки (не авторські) в мене були, та особливої

зацікавленості, на жаль, задача не викликала. Та раптом... я

осягнув задум автора. В геометрії квадрат у квадраті відомий,
мабуть, ще з часів Евкліда:
� вписати в даний квадрат квадрат;
� довести, що центри даного і вписаного квадратів збігаються;
� якщо трикутники (APQ, BMQ...) рівні, то чотирикутник

MNPQ � квадрат.

Зверніть увагу на останню задачу. Це «майже» задача
В. Проізволова! Але сміливість автора полягає у тому, що він

пішов далі й замінив рівність трикутників на рівновеликість (!).
Пряма теорема не просто правильна, вона елементарна. А чи

правильною буде обернена? В. Проізволов стверджує, що і

обернена правильна! Доведемо її!
* Перший спосіб. Нехай ВМ = х, BQ =

у (рис. 42.1). Тоді

&AQP = &DPN = &CMN
~ ~

~ХУ (за УМОВОЮ).

2S
Очевидно, щоAQ = а- у, а значить, АР = ��

2S

а-у

90 90

Аналогічно, CM = а- х; CN = ; DN - a- CN = а .

а-х а-х

За умовою SDNP = S, �DP � DN = S. Підставимо DP і DN:
2

If 2S Y 2S і
_ o

2^ a -

уJc a-xj

Маємо

(a2 -ay- 2S)(a2 -ax- 2S) = 2S(a - y)(a - x),
a4 - (x + y)a3 + (xy - 4S)a2 + 2S(x + y)a + 4S2 =

= 2S2 · a2-2S- a(x + y)2Sa + xy
· 2S.

Враховуючи, що xy = 2S, маємо

212



α4 - (χ + y)a3 - 2Sa2 + 2S(x+y)a + 4S2 = 2Sa2 - (x + y) · 2Sa + 4S2,
a4 - (x + y)a3 - 4Sa2 + 4S(x + y)a = 0;
a3 - (x + y)a2 - 4Sa + 4S(x + y) = 0;
a2(a - x - y) - 4S(a - x - y) = 0; (a - x

- y)(a2 - 4S) = 0.

Так, або a - x - у
� 0, або a2 - 4S= 0. Друга рівність неможлива:

4S � площа трикутників, a2 � площа квадрата ABCD, яка

більша за площу трикутників.
Отже, а - х - у

= 0. Звідки у = а-х, отже, ВМ=

х; CM
=

а-х;

BQ =

у
= а - х; AQ � х. Далі очевидно.

Другий спосіб. Позначимо CN =

хр CM
�

у^, MB
=

х2, BQ
=

у2; QA
= х3,АР = у3; PD

=

х4, DN
= у4(рис. 42.2).

Припустимо, що
хг

>
х2. (1)

Оскільки хгуг
=

х2у2, то < у2. Оскільки ух + х2
=

у2 + х3, то

Х2 > Х3"
Отже, якщо χχ > х2, то х2 > Хд. Аналогічно, якщо х2 > х3, то

х3 > х4 і х4 > χχ. Остаточно χχ > х2 > хд > х4 > хр а це протиріччя.
Значить, χχ

=

х2, а це доводить твердження задачі. ·

Гдава43

КУТИ ТРИКУТНИКАЯККОМПОНЕНТИ
НЕРІВНОСТЕЙ

Тригонометричні нерівності в геометрії трикутника явище
не нове. Дійсно, запишемо нерівність для сторін трикутника а

+ Ь> с і одразу зможемо перетворити його в тригонометричну

нерівність sinA + sinB > sinC (А, В і С � кути трикутника).
Тригонометричні нерівності ніколи не виходять із моди, тому

що з�єднують пласти не лише шкільної, а й вищої математики,

їх постійно співставляють, витонченність доведень зростає, але

все-таки в школі вони не приживаються.
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Правда, багато залежить від учителя. Такі нерівності
недостатньо просто знати. їх потрібно систематично вивчати

і навіть любити.

У цій главі буде зроблено ще одну спробу привернути увагу
«шкільної математичної громади» до цієї теми. Запропоновані
нерівності, звісно, прості за умовою. «Пікантність» полягає в

тому, що багато з них очевидні (!), якщо застосувати умову

випуклості (чи увігнутості) функції. А якщо не застосовувати

цієї умови? Можна? Можна і потрібно!
Хоча, звісно, автор з повагою ставиться до класичної

нерівності Ієнсена, яка така доречна і в цьому випадку.

Отже, розглянемо нерівності виду:

f(2A) + f(2B) v F(A + В);

f(A) � f(B) v Βθθ; f(2A) � f(2B) v B(C),

де А, В, C � кути трикутника; f,F � деякі тригонометричні
функції, а символом «ν» позначено знак «<» або «>».

Умовно назвемо такі нерівності двокомпонентними.

Запишемо й доведемо кожну з них.

Перша група нерівностей

I Задача 1. Довести: 1) sin А + sinB < 2sin t

2

�Доведення. Маємо:

o.
A + B A-B A + B . A-B

,2 sm cos < 2 sm , або cos < 1,
2 2 2 2

що очевидно. ·

Аналогічно доводяться нерівності:

А + В С
2) cos А + cosB < 2 cos = 2 sin�;

2 2

3) sin2A + sin2B < 2sinC;

4) cos2A + cos2B < 2cosC (для гострокутного трикутника).

Задача 2. Довести нерівність: у гострокутному трикутнику

tgA + tgB > 2tgA + B
= 2ctg �.

2 2
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� Доведення. Маємо:

. А + В

sin(А + В) ^osin 2 2 А + В
> 2 .

� або cos

cos А · cos В А + В 2
cos

2

> cosА · cos В.

Тоді

1 + cos(A + В) і 2cosA · cosB,
1 + cos(A + В) і cos(A + В) + cos(A - В),

cos(A- В)< 1,
що очевидно.·

А + В С
Задача 3. Довести нерівність ctg А + ctg В >2 ctg�-� = 2 tg �.

Zt &

� Доведення.

А + В

sin(A + В)

sin А · sin В

cos-
> 2 , або sm2

. А + В
sm

> sin А � sin В,
А + В

2

або

1 - cos(A + В) > cos(A - В) - cos(A + В),

cos(A-B)<l .·

Друга група нерівностей

Задача 4. Довести нерівності:
/П

(1°) sinА � sinB < cos2�;
2

(2°) sin 2А · sin 2В < sin2 С;

Q
(3°) cosА · cos В < sin2 ;

2

(4°) cos2A · cos2B < cos2C.

�Доведення. Доведемо, що

2 с
sin А · sinB < cos �.

2

Дійсно,
2sinA · sinB < 1 + cosC,

або

cos(A
- B) - cos(A + B) < 1 + cosC,

або

cos(A- В) < 1.

Інші нерівності цього циклу доводяться аналогічно.
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Bss
Про нерівність іЦ

Ця нерівність загальновідома і заслужено популярна. Існує

декілька способів її доведення. Всі вони дещо штучні, хоча існує
природний метод доведення (публікується вперше).

Маємо

2 с
sin A sin В < cos �;

^зіп В sin С < cos

2

В

2

2 в
sin A sin С < cos �.

Перемножимо нерівності:

� 2 л · 2 π · 2^ 2 А 2 В 2 С
sin Asm Bsm С < cos �cos �cos �,

2 2 2

або

ABC
sin AsinBsinC < cos�cos�cos�,

2 2 2

або

θ
. A . В . С А В С А В C

8sm�sm�sm�cos�cos�cos� < cos�cos�cos� ,

222222 22 2

або sinsinsin< �, що й потрібно було довести.·
2 2 2 8

Розглянемо групу трикомпонентних нерівностей,
доведення яких базується на двокомпонентних нерівностях.

Задача 5. Довести, що

. л
·

D
А в с

smА + smB + smC < cos� + cos� + cos�.

2 2 2

^Доведення. За формулою (1) маємо:

sin А + sinB < 2cos�;
2

sinB + sinC < 2cos�;
2

g
sinC + sin A < 2 cos�.

2

Додамо й отримаємо нерівність, яку доводимо.
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Задача 6. Довести, що

л г, � . А . В . С
cos А + cosB + cosC < sm� + sm� + sin�.

2 2 2

� Доводиться аналогічно?

Третя група нерівностей (подвійні нерівності)

(1') sin2A + sin2B < sinC;

(2') sin2A · sin2B < sin2C;

(3') cos2A + cos2B < 2cosC (для гострокутного трикутника);

(4') cos2A · cos2B < cos2C.
� Доведення.
(1') sin2A + sin2B = 2sin(A + B)cos(A - B) <2sin(A+B) = 2sinC;

� 4
. �

. . .
� cos(2A - 2B) - cos(2A + 2B) 1 - cos 2(A + B)

(2') sin 2A · sin2B = < і =

2 2

= sin2(A + B) = sin2C;
(З') cos2A + cos2B = 2cos(A + B)cos(A - B) = - 2cosC · cos(A - B) =

= 2cosC(- cos(A - B)) < 2cosC.·

Четверта група нерівностей

(1") sin2A + sin2B + sin2C < sinA + sinB + sinC;

(2") sin2A · sin2B · sin2C < sinAsinBsinC;

(3") cos2A + cos2B + cos2C <cosA + cosB + cosC;

(4") cos2Acos2Bcos2C < cosAcosBcosC (для гострокутного

трикутника).
� Доведення.

(1"). Маємо: sin2A + sin2B < 2sinC;
sin2A + sin2C < 2sinB;
sin2B + sin2C < 2sinA.

Додамо три нерівності:

2(sin2A + sin2B + sin2C) < 2(sinA + sinB + sinC),

що й потрібно було довести.

(2"). Маємо: sin2Asin2B<sinaC;
sin2Asin2C < sin2B;
sin2Bsin2C < sin2A.

Перемножимо нерівності:
sin22A · sin22B · sin22C < sin2Asin2Bsin2C,

або sin2Asin2Bsin2C < sinAsinBsinC, що й потрібно було довести.
Інші нерівності доводяться аналогічно.®

ABC
Задача 7. Довести tg А + tg В + tg С > ctg� + ctg� + ctg�.

2 2 2
� Доведення. Скористаємося нерівністю:
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(J
tgA + tgB > 2ctg� (задача 2).

2

A В
Тоді маємо: tgB + tgC>2ctg�; tg A + tgC > 2ctg�.

2 2

Додамо три нерівності, отримаємо те, що доводимо. ·

ABC
Задача 8. Довести ctg А + ctg В + ctg С < tg� + tg� + tg �.

2 2 2

Вказівка: скористатися задачею 3: ctg А + ctg В < 2 tg �.
2

Задача 9. Довести нерівності:
1) 2Рн<Равс (Рн � периметр ортоцентричного трикутника

яхя2я3).
Вказівка: задача зводиться до нерівності

sin2A + sin2B + sin2C < sinA + sinB + sinC.

2) ΡΝιΝ^3 � РдвС ^1 � точка перетину прямоїАН1 з колом,

описаним навколо трикутникаАВС).
3) - ?AB<y

Вказівка: задача зводиться до нерівності

ABC
sinА + sinB + sinC < cos� + cos� + cos�.

2 2 2

Глава 44

ЧЕВІАНИ. ПОЛЮВАННЯ НААНАЛОГІЄЮ

Той, хто захоплюється геометрією, не міг не звернути уваги
на задачу, що неодоноразово зустрічалася в математичній

літературі.
У книзі С. І. Зетеля «Новая геометрия треугольника»

(М.: Учпедгиз, 1962) її було опубліковано як теорему:

І
Якщо у трикутнику ABC дві прямі ВТ і CN, що виходять із

вершин трикутника, перетинаються на висоті АВГ1, то ця

висота є бісектрисою кута TB^N.
Задача «мандрувала» із задачника в задачник, розв�язання

було вельми громіздким, поки не з�явилася раптом у

«Задачнику» журнала «Квант» із абсолютно новим і свіжим розв�язком
(було застосовано теорему Чеви).
У цьому розв�язанні використовувалася властивість прямої,

проведеної через одну з вершин паралельно до протилежної

сторони (рис. 44.1) (назвемо її прямою ί).
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�Очевидно, що відрізки ЕАіAFрівні. Дійсно, нехай точкаХ �

довільна точка висоти АН± трикутника АВС, точки Т і N �

перетин прямих ВХ і СХ зі сторонамиАС іАВ.

Із подібності трикутниківANF і ΒΝΗ1 випливає, що

ΒΝ

Аналогічно ·

ае=сн'ат,
ст

Тоді AF = АЕ, якщо BH^AN-CT = CH^AT-BN, а це

випливає із теореми Чеви.

Отже, ЕА = FA, отже, АНг � бісектриса кута TH^N. ·

Дослідимо за аналогією різні випадки трьох чевіан, коли

точка X буде чудовою точкою трикутника (випадок, коли X

збігається з ортоцентром, ми розглянули). Доведемо, що в

кожному з них ЕА = FA.

І 1) Х =М (рис. 44.2); М � центроїд.
Отже, прямі ΜχΜ2 і МХМ3 перетинають пряму t в точках Е

і F. Доведемо, що ЕА = FA.

�Дійсно, в паралелограмі AM2M3F: AF
� М2М3. Аналогічно

ЕА = М2М3. Значить, ЕА = FA. ·

І 2)Х= І (І � інцентр). Побудови аналогічні (рис. 44.3).
Позначимо ЕА = х; AF =

у. Доведемо, що х = у.

�Дійсно, трикутник EL^A. подібний до трикутника CL2L1:

_L = ^.
«і bi

(αχ = CLV bj = CL2, b2 =AL2).

Аналогічно і трикутникAL3F подібний до трикутника BLgLp

� = � (a2 = BLv c1
= BL3, c2=AL3).

a2 C1

219



Звідси

X
_

^2а1 . а2с2
_

^2а1с1
_

с Ь а

у Ьг сх Ьха2с2 а 'с � b

(застосували властивість бісектриси кута трикутника), отже

х = у, що й потрібно було довести.
·

ІЗ)
Точки К±, К2, К3 (X збігається з точкою Жергона) � точки

дотику вписаного кола (рис. 44.4). Доведемо, що EA = AF.

Побудови аналогічні.
� Дійсно, оскільки К2С = КгС, то ZCK2K1 = ЛСКгК2. Але

/.СК2К1 = ЛЕК^А і ЛСК1К2 = ΛΚχΕΑ, відповідно, АК2 = АЕ.

Аналогічно доводиться, щоАК3 =AF. Але жАК2 = ΑδΓ3, значить,
EA=AF.·

4) Точки Tv Т2, Т3 � точки дотику зовнівписаного кола зі

сторонами трикутника ВС, АС, АВ (рис. 44.5). X � точка

Нагеля.

Побудова аналогічна. Доведемо, що EA=AF.
� Дійсно, трикутник JSTgA подібний до трикутника СГ2ГХ:

^к = ^,або^
СТ2 СТ\ р

- а

ЕА

р-Ь'
звідки ЕА =

(р-Щр-с)

р-а

Із подібності трикутників АЕТ3 і ΒΤ3Ί\\

АТ3 АЕ

ВТ3
�

ΒΊ\
EA =AF.·

або ��-
р-а

AF

р-с'
звідки АЕ =

(р-Ь)(р-С)

р-а
, отже,

Наведені тут випадки можна узагальнити.

5) Нехай АХ1г ВХ2, СХ3
� чевіани. Прямі ХгХ2 і ХгХ3

перетинають пряму t в точках Е і F. Довести, що EA=AF

(рис. 44.6).
�Доведення. Із подібності трикутниківАХ2Е і C-Xg-X^:

ЕА АХ2

СХг
~

СХ2
'

Аналогічно із подібності трикутниківAX3F і ΒΧ3Χχ·.
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AF
=
AX3

BXi
"

BX3
9

EA AX2CX1BX3 o tj
·

звідки = 4
-. Застосуємо теорему Чеви і

AF CX2 � BX^ · AX3

EA a

отримаємо: = 1, або EA =AF. ·

*λ' * *

Розглянемо пошук аналогій у співвідношеннях, пов�язаних

з чевіанами і кутами трикутника.

11) X
= І. Довести, що

АІ · sinABIC + BI · sinAAIC + CI · sinААІВ. = p (рис. 42.7).

A
�Доведення. Враховуючи, що ABIC = 90° + �, аАК3 =р- а,

2

маємо:

АІ · sinABIC + BI - sinAAIC + СІ · sinAAIB =

= -^-4 sinf90° + 4Ί + Р�4sinfgo0 + �Ί + -^�4sinf90° + �Ί =

B
cos- cos-cos-

2 2

р-а+р~Ъ+р-с=р. ·

12) X
= О. Довести нерівність

AOsinABOC + BOsinAAOC + COsinAAOB < p.

�Доведення. Оскільки ОА = OB = ОС = R, a ABOC = 2A,
доводитимемо нерівність: Bsin2A + Bsin2B + Bsin2C <p.

Оскільки p = � (a + & + c) = � 2B(sinA + sin В + sin C),
2 2

sin2A + sin2B + sin2C = 4sinAsinBsinC

�
л

·
r,

·
� a

A &
sin A + smB + smC = 4cos� cos�

2 2

C
cos�,

2
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то нерівність зводиться до нерівності

. А . В . СІ
sin�sm�sin� < �.

2 2 2 8

Отримали «знамениту» нерівність.·
3) X =Н. Довести нерівність

HAsinABHC + HBsinZAHC + HCsinZAHB <р.
� Доведення. Оскільки АВНС = 180°-A, a AH = 2B|cosA|,

то необхідно довести, що

2Rcos AsinА + 2BcosBsinB + 2BcosCsinC <
а + & + с

2

або

B(sin2A + sin2B + sin2C) < B(sinA + sinB + sinC).·
Отримали нерівність, доведену в главі 41. Перейдемо до

загального випадку.

Теорема. Нехай X�точка всередині трикутника АВС.
Довести нерівність AXsinABXC + BXsinZAXC + CXsinZAXB р.
� Доведення (рис. 44.8). На променях ХВ і ХС візьмемо такі

точки Сх іВр щоХС1 = ХСіХВ1 = ХВ. Через точкуX проведемо

пряму І, перпендикулярну доАХ. Позначимо проекції точок Сх
і Вх на пряму І як С2 і В2. Оскільки трикутники ХВхСх і ХВС

рівні, то

ВС = В1С1. (1°)
Із ΔΧΒχΒ2:

ХВ2 = XB1ZcosB1XB2 = XB^osiAAXC
- 90°) =

= XBxsinZAXC = BXsinZAXC.
Аналогічно XC2 = CXcosZAXB.
Оскільки

XB2 + XC2 = B2C2, a B2C2 < BXCX (див. (1°)),
то

BXsinZAXC + CXsinZAXB = В2С2 < ВС.

Додамо три аналогічні нерівності й отримаємо нерівність, яку
доводимо.·
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Глава 45

РІВНІСТЬ ЯК ФАБРИКАЗАДАЧ

Скласти нову змістовну геометричну задачу � справа не з

простих. А тому особливо важливо знати стандартні
композиторські прийоми. Одним із них є використання алгебраїчних
співвідношень.

Розглянемо рівність:

1
|

1
|

1
=

Χχ + х2 + *з (*)
Χχ*2 *χ*3 *2*3 *1*2*3

Змінюючи компоненти рівності (*), можна отримати не лише

нові рівності, а й тотожні нерівності.
Задача 1. Довести, що в трикутникуABC

1
| 1^ 11

ab ас be 2Rr

�Доведення. Маємо (згідно з (*))

_1_ 1 2р 1

аЬ ас be ±SR 4 · г ·

р
· R 2Rr

�

що й потрібно було довести. ·

Задача 2. Довести

1 1 1 1

(р - а)(р -Ь)
+

(р- Ь)(р -с)
+

(р � с)(р -а) г2'

�Доведення. Позначимо А � ліву частину рівності, що

доводимо, і отримаємо

А =
р-а+р-Ь+р-с

_

р2
_

1
#

О
- а)(р - Ь)(р - с) S2 г2

'

Задача 3. Довести, що

2S2
hahb + hb · hc + hc · ha = .

r · R

�Доведення. Маємо:

1
1

+
1 1

=
r

=

8S3
=

8S3
=

2S2
9

J_ J_ J_ J_ _a_ _c_
"

r � abc
~

r · 4RS
~

r · R'

ha hb ha hc hb hc 2S 2S 2S

І Задача 4. Довести �-� + �-� + �-� = +.r..
I ra-rb rb-rc rc-ra rp2
�Доведення. Враховуючи формули
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s

і

ra + rd + rc
= 4J? + r,

маємо:

. 4R + r 4R + r 4R + r л
A =

ч

= =

Г ·
*

S__p r-pp r-p£
P(P - a)(p - b)(p - c)

Задача 5. Довести, що в непрямокутному трикутникуABC

ctgActgB + ctgBctgC + ctgCctgA = 1.

�Доведення. Маємо:

А =

1
+

1
+

1
=
tgA + tgB + tgC

= χ е
tgAtgB tgBtgC tgCtgA tgAtgBtgC

Задача 6. Довести, що

А В В С А С tfs~p
cig� � ctg� + ctg- · ctg- + ctg� � ctg->

� Доведення. Маємо

,
A p-a

ctg�= ·£
·

2 r

Задану нерівність запишемо так:

.А В С
tg� + tg� + tg �

2
6

2
s

2

.AB В C

teT te2 te2 tg?
Ill

+ + -

p-b p-c

A C ARC

tgjtg? tg-tg-tg-

r � 3?U · S2 зГ�7 ,/
. VS2

_
3VP-S

_
Vp-B

r3 ·

p r2 p

(p - a)(p - b)(p - c)

що й потрібно було довести. ·

Задача 7. Довести, що в непрямокутному трикутнику

А В В С.А С
,

�Доведення. Маємо:

А =

111

А В
+

В С
+

А С
Ctg�-Ctg� ctg� ctg� ctg�ctg�
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,
А . В .С

ctg�+ ctg�+ ctg�
Δ Δ Z_ _ і

, A . В
*

C
ctgу ctg--ctg-

Задача 8. Довести, що
sin A sin В sin В sin C sin C sin A

> 4.

� Доведення. Маємо:

. sin A + sin В + sin C
A = = �

sin A sin В sin C Q
о:

АлеR> 2r, томуА>4.·

. ABC
4cos�cos� cos�

2 2 2

A . В . С А В C
�sm�sm� cos� cos�cos�

2 2 2 2 2 2

2R

r

Глава 46

Т-КОНФІГУРАЦІЯ ЯК СКАРБНИЦЯ ЗАДАЧ

Упрямокутному трикутникуАВС {АС = 90°) проведемо висоту
СН (рис. 46.1). ВисотаСН і гіпотенузаАВ нагадують перевернуту
букву Т (±). Такий трикутник назвемо Т-конфігурацією. З такою
конфігурацією читач, напевне, зустрічався. Однак зацікавленість
нею виправдана. Як печераАладдіна, таїть вона, як скарб, задачі,
короткі й цікаві як за умовою, так і за розв�язанням. У них всіх є

дивовижна властивість, яку можна схарактеризувати як

«посильні задачі підвищеної складності». Далі ми скористаємося

такими властивостями Т-конфігурації:
1. У Т-конфігурації АВСН = АА, ААСН = ZB.
2. Трикутники АСН, СВН і АВС подібні.
3. І* 2 +І2 = І2, (*)

де L, l2,1
� відповідно лінійні елементи трикутників СНА, СНВ,

САВ.

Три центри

У трикутниках АСН і ВСН

проведемо бісектриси С7�1 і СТ2
(рис. 46.2).

І
Задача 1. Довести, що АТ2 =АС;
ΒΊ\ = ВС.

� Доведення. Із трикутника

СТ2В:
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ZCToA = AB + � AA, AT2CA = � ZA + ZB,
2

2
2

значить,

ZCTgA = Z.T2CA
і трикутникACT2 � рівнобедрений, відповідно,

AT2= AC.

Аналогічно доводиться, що ΒΤχ = ВС. ·

J Задача 2. Довести, що ТгТ2 = 2г.

�Д оведення. Скориставшись попередньою задачею, маемо

АГ1 = Ь - Т±Т2, а ВТ2 = а - Т±Т2. Так,
с = а - Т±Т2 + Ъ - ТХТ2 + Т±Т2,

або ΤγΤ2 = а + Ь - с = 2г, значить, ΤχΤ2 = 2г. ·

(Задача
3. Довести, що hc = + r2 + r (rp r2

� радіуси вписаних
в трикутникиАСН і ВСН кіл).

�Доведення. Перший спосіб. І = =
�,

або ZiAILtZ. =
,

а Ъ с α+b+c с

2р r 2S .

звідки + 7�9 + г = �� =� = hc.
с с

Другий спосіб. Позначимо ВН = с^АН =

с2.

hr + с, - а + hr + с9
- b + а + b - с

,

/і + zb + ζ� = і с��± = hc. ·
2

(Задача
4. Нехай І± і L· � інцентри трикутниківАСН і ВСН.

Довести, що 1Д2 = л/2 · г (рис. 46.3).
�Доведення. Із прямокутного трикутника І±І2Н:

IJ2 = ІХН2 + І2Н2 = 2г2 + 2г2 = 2(г2 + г2) = 2г2

(застосуємо формулу (*))· ·

j Задача 5<!) (Триінцентри). Довести, що СІ = ІгІ2 (рис. 46.3).

�Доведення. За формулою (*): СІ2 = НІ±2 + НІ22.
Але із Δί±Ι2Η:

НІ^ + НІ^І^2.
Тому СІ2 = І^2, або СІ = ІД^ ·

І Задача 6. Дано г. Знайти СІ.
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� Оскільки

CI = І^І2, а ЦЦ = л/2 · г,

то

СІ = л/її · г. ·

І Задача 7. Довести, що трикутник I-J^H подібний до

трикутникаАВС.

�Доведення. Оскільки обидва трикутники прямокутні

� LH І2Н . а
и �� =

��,
то твердження задачі доведено.

·

Ъ а

Пряма /х/2 і кут 45°

Нехай пряма ІгІ2 перетинає катети СА і СВ в точках М і N

(рис. 46.4)
І Задача 8. Довести, що Z.CNM = /.CMN � 45°.

�Доведення. В чотирикутнику НІ^МА
АМЦН + ZMAH = АМЦН + AIJ-JI = 180°.

Отже, Z/jMA + 45° = 180°, відповідно,

АІуМА = 135°, ACMN = 45°.·

І Задача 9. Довести, що CM = CN = СН.

�Доведення. Оскільки трикутники С^Н і СІ.М рівні, то

СН = CM (рис. 46.5).·

Нокаут самому собі

Наступна задача є в «Методах розв�язання задач з

геометрії...». Порівняйте розв�язання. Отже...
І Задача 10. Довести, що CI ± MN.

�Доведення...Оскільки CM � CN (рис. 46.6), то в

рівнобедреному трикутнику CNM відрізок СІ є бісектрисою, отже і

висотою. ·

Трикутник СІ1І2

І Задача 11. У трикутнику СІ1І2
точка / � ортоцентр. Довести.

�Доведення (рис. 46.7).
Дійсно, CI ±MN, aAI1

� бісектриса
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рівнобедреного трикутника САТ2
(АС = AT2), відповідно АІ11СТ2. ·

Задача 12. (Московська
олімпіада). Довести, що Q1Q2 = г, де

<?1 і Q2 � середини відрізків СГ1
ІСТ2.
�Доведення. Дійсно, QxQ2

�

середня лінія, що дорівнює половині відрізка Ί\Τ2.
·

Глава 47

Т-КОНФІГУРАЦІЯ. МУРАШНИК РАДІУСІВ

Т-конфігурація, про яку йшлося в попередній главі, дозволяє
створювати нові задачі, та й, власне кажучи, не одну.

У цьому читач зможе переконатися сам, коли розгляне

запропоновані задачі на радіуси кіл, вписаних у трикутники

СНАІСНВ (рис. 47.1).

Проведемо дотичну до кіл, вписаних у трикутники АСН

і ВСН, їхні інцентри і І2, точки дотику LiU, радіуси і г2.
І Задача Iі. Довести, що UL =

гг + г2.

�Доведення. Позначимо F± і F2 � точки дотику цих кіл до

гіпотенузиАВ. Нехай Q � точка перетину прямої UL із прямою
АВ. Маємо QU = QF2, LQ = QFV Значить,

QU � LQ = QF2 � QF^ � UL � 7^В2 � + г2. В

UL

Задача 2. Нехай F і E � точки дотику кіл з інцентрами І± і 12
rq висоти СН. Довести, що

КЕ + KF =

гх + г2
(де К � точка перетину прямих UL і СН).

1 Задачі 1-4 � для довільних трикутників.
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�Доведення. Маємо КЕ = KU, KF = KL, отже, КЕ + KF=
= KU + KL = UL =

гг + г2 (за задачею 1). ·

І Задача 3. Довести, що КЕ =

rx, KF
=

г2.

�Доведення. Оскільки КЕ + KF =

гх + г2 (задача 2), то

KE^+rz-KF^+ T^-(КЕ+EF)=r1 + r2-KE-(EH-FH)=
z =r1 + r2-KE-(r2-r1) = 2r1-KE,
звідки КЕ =

rr Тоді KF = KL = UL ~

i\
= r2.*

І Задача 4. Довести, що ΚΙγ = KI2 = г.

�Доведення. Оскільки Lix =

rx, KL
=

r2, то з трикутника

K^L:

КІі
= yl^L2 + KL2 = Jr2 + r22 =r.·

I Задача 5. Довести, що трикутник KIXL подібний до

трикутникаАВС.

�Доведення. Дійсно, його сторони г, гр г2 пропорційні зі

сторонами трикутникаАВС:

Ь а с

Трикутник CDP

НехайD і Р � точки перетину прямої UL з ВС іАС відповідно

(рис. 47.1).

І Задача-лема. В трикутнику CDKкут CDKдорівнює куту ВАС.

�Доведення. Маємо Z.FKL = 2ALKI1 = 2ZB.
З трикутника CDK".

KCDK = 180° - (ADCK + ACKD) = 180° - (ZA + 2ZB) =

= 180° - (ZA + 2(90° - ZA)) = ZA.·

Теорема. У Т-конфігурації DK = СК = РК.

�Доведення. Оскільки /.DCK = /.CDK= ΔΑ, то СК = DK.

Аналогічно ККРС = КРСК = АВІСК = КР.

Отже, DK = CK = КР.·

І Задача 6. Довести, що СК = г.

�Доведення.
СК = СН -КН=

r+r1 + r2- (KF + rx) = r + rx + r2
-

rx
-

r2
= г

(використали відоме співвідношення: СН= г+ гх + г2).
·

І Задача 7. Довести, що точки С, D, Р, Iv І2 належать одному

колу.

�Доведення. Дійсно, точка К � центр цього кола (КС =

= KD = КР = КІ2 = КІг =г).·
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Глава 48

НЕСПОДІВАНИЙ ПОДАРУНОКДЛЯМЕДІАНИ

Теоремою про точку перетину медіан цікавляться понад дві

тисячі років. Вона завжди входила і входить (іноді як задача) в

шкільні підручники, тому популярність її величезна. В книзі

«Повернення втраченої геометрії» я запропонував двадцять два

способи розв�язання задачі:

У трикутникуABC проведено медіануAMV Через вершину С
і середину Е цієї медіани проведено пряму. У якому

співвідношенні вона ділить сторонуАВ?

Але... Ах, аналогія, аналогія! Згадалося: «Математик � це

той...», і промайнула думка: «А чи не підійдуть ці двадцять два
способи для доведення теореми про медіану?». І ось що з цього

вийшло: спосіб із книги «Повернення втраченої геометрії» � ми

позначимо А, спосіб доведення теореми про медіану � М.

У кожному зі способів будемо доводити, що дві медіани,

перетинаючись, діляться у співвідношенні 2:1, починаючи від
вершини, а це рівносильно доведенню того, що точка перетину

медіан одна. Доведемо це, доведемо й саму теорему.

Перший спосіб А

�Через вершинуА проведемо пряму Z, паралельну до сторони
ВС (рис. 48.1). Нехай пряма СЕ перетинає сторонуАВ в точці X,
а. пряма І � в точці Т. ТрикутникиАТХ і ВСХ подібні, тому

АХ AT

хв
-

ВС
(1)

Трикутники АЕТ і МгЕС рівні; звідси AT = CMV отже,

AT 1
Ώ

· ·

,η
ΑΧ 1 а

= �. Враховуючи рівність (1), маємо = �.
·

ВС 2 ХВ 2

Перший спосіб М

�Через вершинуА (рис. 48.2) проведемо пряму Ζ, паралельну

до сторони ВС. Нехай пряма СМ3 перетинає пряму І в точці Т.

Оскільки

АМ3 = М3В, /АМ3Т = ZBM3C, ХАТМ3 = ZBCM3,
тодіАГ = ВС = 2СМГ

ТрикутникATM подібний до трикутника М±СМ, звідки

AM AT 2
е

MMt
~

СМг
"

1
�
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Другий спосіб А

�Через точку М± проведемо відрізок M±D (D є АВ),
паралельний до відрізка СХ (рис.48.3). Оскільки ВМ±

= CMх, то BD
= DX. ОскількиАБ = EMV то АХ = XD. Отже, АХ = XD = DB,
звідки АХ?: ХВ = 1:2.·

Другий спосіб М
� Через точкуМ± (рис. 48.4) проведемо відрезокМ}!) (D є АВ),

паралельний до відрізка СМ3. ОскількиВМ±
= CMv тоBD = DM3,

отже,

M3D = �ВМ3 = -АВ.3
2

3
4

Але A/Vf3 = �АВ, звідси AMg : M3D = 2:1, відповідно за

2

теоремою Фалеса: AM : ММχ = 2:1.·

Третій спосіб А

�Нехай М3 � середина сторони АВ (рис. 48.5). Оскільки

ЕМ3 � середня лінія в трикутникуАМ±В, то ЕМ3 = � ВС.

Трикутники ЕХМ3 і СХВ подібні, тому

ХМ3 ЕМ3 1 і
_

~ХВ=^С~
=

Т тобто ХМ3 =�ХВ.

АлеAM3 = М3В, звідкиAX' + ХМ3 = ХВ -

ХМ3, або

С М,
Рис. 48.3

АХ + -ХВ = ХВ-
4

Х(М3)

В
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Третій спосіб М

�Проведемо пряму М3Е паралельно до ВС (рис. 48.5). Тоді в

трикутникуАМгВ ЕМ3 � середня лінія і

ЯМ, = -М,В = -ВС.3
2

1
4

Трикутники ЕММ3 і М±МС подібні, отже,

ЕМ ЕМ8 _ 4
ВС

_

1

ММХ
~

СМХ
~

1ВС
~

2'
2

Тоді ММ± = -EMlt Оскільки ЕМ3
� середня лінія три-

3

кутникаABMV маємо

-ЕМ1=---АМ1=-АМ1,
З 3 2 З

тоді AM = �АМ1г абоAM : ΜΜχ = 2:1.·
З

Четвертий спосіб А

ХЕ 1
�Доведемо спочатку співвідношення (рис. 48.6): = �.

СЕ З

т ηνυ ХС ВС 4ЕМ3 лІз трикутника СХВ = = = 4, звідки
ХЕ ЕМ3 ЕМ3

СЕ
_

СХ-ХЕ
_

СХ
_ χ _ 3

ХЕ
-

ХЕ
-

ХЕ

ЩО Й потрібно було довести. Проведемо тепер відрізок ХР II ВС
(Р є Тоді

АХ ХР
_

ХР ЕХ 1

АВ
"

МгВ
~

МгС
-

СЕ
-

3
�

отже, АХ : ХВ =1:2.·
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Четвертий спосіб М
�
ОскількиЕМ3� середня лінія трикутникаАВМ1 (рис. 48.6),

то ЕМ3 = �ВМг = �ВС. ОскількитрикутникТИ.ТИС подібний до
2 4 1

трикутника ЕММ3, маємо

івс
CM CMj 2 -

2
«

ММг
"

ЕМ3
-

j. вс
-

1'
4

П�яий спосіб А

� Проведемо через точкуВ пряму, паралельну до відрізкаАМг
(рис. 48.7). НехайN� точка перетину її з·прямою СА. Оскільки

CM
у
= Μ^Β, то СА =AN. Нехай точкаК� точка перетину прямої

СХ з NB. Оскільки АЕ = EMV то NK = КВ. Отже, СК і ВА �

медіани в трикутнику BNC. Як відомо, вони перетинаються у

співвідношенні 2:1, звідки
АХ-.ХВ = 1 :2.·

П�ятий спосіб М

*
Проведемо через точкуВ пряму, паралельну до відрізкаАМг

(рис. 48.8). Нехай точка N � точка перетину її з прямою СА.
Оскільки СМ1 = MjB, то СА =AN.

Скористаємося відомою задачею: в трикутнику NBC

проведено медіану ВА. Через вершину С і середину М3 цієї медіани
проведено пряму. Довести, що ця пряма ділить сторону BN

у співвідношенні 2:1, починаючи від точки N. Отже,
NK:КВ= 2:1 іAM: ММХ= 2:1.·

Шостий спосіб А

_ ХЕ 1
�Нехай ЕХ = І. Тоді, скориставшись рівністю =

�,

СЕ З

N N

Рис. 48.7 Рис. 48.8
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маємо СЕ = ЗІ. Поділимо відрізок СЕ на три рівні частини

(рис. 48.9) і проведемо через точки поділу прямі, паралельні до

АМГ Вони поділять відрізок СМ± на три рівні частини, довжини
яких позначимо за т. Проведемо відрізок XL ||АМГ Тоді

MjL =

т, а оскільки Зт = СМГ = МГВ, то BL = 2т. Отже,

АХ
_

1
е

ХВ
-

LB
"

2'

Шостий спосіб М

�Нехай АМ± � медіана, точка А* належить АВ, а N � точка

перетину відрізків СК іAMV причомуCN : NK=2 : 1(рис. 48.10).
Доведемо, що СК � медіана. Нехай NK = х. Тоді CN = 2х.

Проведемо через середину CN пряму DE, паралельну AMV а

через точку К � пряму, паралельну доАМ± (пряму KL). Маємо
CD = DN = ΝΚ= х, звідси

CE = EM1 = M1L =

y.

Але ΒΜγ = СМ± = 2у, відповідно, .

LB = ВМ1
-

M±L = 2у - у
=

у.

Отже, LK � середня лінія трикутника ВМ^А, тоді К �

серединаАВ, відповідно, СК � медіана. ·

Сьомий спосіб А

� «Подвоїмо» медіану АМХ (АМ±
= М1А2). Отримаємо

паралелограм АВА2С (рис. 48.11). Трикутники ЕА2С і ЕАХ �

подібні, звідси

Рис. 48.11

АХ
_

АХ
_

АЕ
_

1

АВ
~

А2С
~

ЕА2
~

З9

отже,
АХ

ХВ

JL
2

Сьомий спосіб М

� «Подвоїмо» медіану АМ±
(рис. 48.11) � отримаємо

паралелограм АВА2С. Трикутники МА2С
і МАМ

з подібні:
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CM CA2 AB 2
e

MM3
~

AM3
~

AM3
~

1'

Восьмий спосіб A

�Через точку В проведемо пряму т, паралельну до ΑΜχ
(рис. 48.12), і продовжимо відрізок СХ до його перетину з т

у точці Т. Оскільки ЕМг � середня лінія в трикутнику СТВ, то

ТВ = 2ЕМГ ТрикутникиАЕХ і ВТХ подібні, відповідно

АХ ЕА ЕМХ 1 е
ВХ~ ТВ

-

ТВ
-

2

Восьмий спосіб М

�Через точку В проведемо пряму пг, паралельну AMV і

продовжимо відрізок СМ3 до перетину з цією прямою в точці Т

(рис. 48.13). Оскільки ММг � середня лінія трикутника СТВ,

то ВТ = 2ММ,. ТрикутникиАМ�М і ВМ�Т рівні, тому1

АМ = ВТ = 2ММГ*
Дев�ятий спосіб А

�
«Подвоїмо» медіану АМ± (АМг = М1А2). Отримаємо

паралелограм (рис. 48.14). Через точку Мг проведемо пряму,

паралельну до СХ. Вона перетинатиме відрізки СА2 іАВ в точках

F і D відповідно. Оскільки ЕХ � середня лінія в трикутнику

AMrD, а чотирикутник CXDF� паралелограм, тоАХ=XD = CF.

Але трикутники CM1F і BM±D рівні, значить, CF = BD. Отже,
АХ = XD = DB;AX : ХВ = 1 : 2.·

Дев�ятий спосіб М

�«Подвоїмо» медіануАМг (АМ1 = МГА2). Отримаємо
паралелограмАВА2С (рис. 48.15). Через точку М± проведемо пряму,

паралельну до СМ3. Вона перетинатиме відрізки СА2 і АВ

в точках F і D відповідно. Оскільки трикутники CM±F і BM.J)
рівні, то BD = CF. Чотирикутник CM3DF� паралелограм, отже,

MSD = CF, звідси

M3D = -ВМ3 = �АМ3, отже, ММ, =-АМ. ·

2 2 2
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X

Рис. 48.14 Рис. 48.15

Десятий спосіб А

.· Нехай точка F � точка перетину відрізків ΜχΜ2 і СХ

(рис. 48.16).
Оскільки ΜγΜ2 II АВ, то трикутникиАХЕ і M±FE � рівні, а

тому FMX =АХ.

Але відрізок FM± � середня лінія трикутника ВСХ, звідси

ХВ = 2FMr
Отже,

ХВ = 2АХ.·

Десятий спосіб М
� Нехай точка F � точка перетину відрізків СМ3 і М1М2

(рис. 48.17). Оскільки МгМ2 || АВ, то M^F � середня лінія

трикутника СМ3В, звідки

FM1=-M3B.
2

Але трикутники M^FMіАМ3М подібні, тому

МХМ
_ M]F _ 2MsB _

1
е

МА
~

АМ3
~

АМ3
~

2'

Інші способи доведення властивості медіан пропонуємо

довести самостійно, скориставшись, звісно, книгою

«Повернення втраченої геометрії».
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Глава49

РІВНОПОДІЛЬНА� НОВА

ЧУДОВАПРЯМА

Рівновеликість � одна із найпопулярніших тем в геометрії.
Властивості прямої, яка ділить площу фігури навпіл (її ми
назвемо рівноподільною х), не менш цікаві, ніж властивості

чудових прямих у трикутнику � бісектриси, медіани, висоти.

Ці властивості будемо розглядати як задачі.

Рівноподільна в триктунику

Задача 1. Якщо рівноподільна проходить через вершину

трикутника, то вона збігається з медіаною, проведеною через

цю вершину.

�Доведення очевидне.·

І Задача 2. Якщо центроїдМналежить рівноподільній, то вона

збігається з медіаною трикутника.
�Доведення. Нехай у трикутнику АВС (рис. 49.1) КР �

рівноподільна. Позначимо

��кмм1с &АКМ ^ν^ΜΜ-,Ρ $2�&АВС S·

Оскільки КР � рівноподільна, то S0 + S2 = �S. Оскільки

АМг � теж рівноподільна, то Sx + So = � S.
2

Отже, So + S2 = So + Sv звідки Sx = S2, а це значить, що

АРМгК� трапеція і ΚΜγ ||АР, ΜχΚ
� середня лінія трикутника

АСР, відповідно точка Р збігається з точкою В, і рівноподільна
КР збігається з медіаною ВМ2. ·

Задача 3. Якщо точкаX всередині трикутникаАВС така, що

SABX = ^асх� то % належить рівноподільній.

�Доведення. Оскільки

§АВХ
= ^АСХ>

то BE = CD (рис. 49.2), де Е і D �

проекції точок В і С на пряму АХ.

Нехай Т� точка перетину прямоїАХ
зі стороною ВС. Оскільки

ΔΒΒΓ = ДСВГ,
то ВТ = СТ, отже, AT � медіана.

.В

1 «Рівноподільною» в старих книгах називали теперішню
бісектрису (Пржевальский Е. Собрание геометрических теорем и задач. �

М., 1901).
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І
ТочкаX належить медіані, тобто належить рівноподільній. ·

Задача 4. Якщо у трикутникуABC КР � рівноподільна і LN
� рівноподільна, то KL || NP. Довести.

�Доведення. Дійсно, розглянемо чотирикутникNPLK (рис.
49.3). Нехай NL і КР перетинаються в точці О. Оскільки КР і

NL � рівноподільні, то S^p = SAjVL. Оскільки в трикутників
ΑΝΙΛΑΚΡ чотирикутник ANOP � спільний, то S0NK = S0PL, а

це означає, що KNPL
- трапеція і KL || NP, що й потрібно було

довести. ·

(Задача
5. Якщо Н2Н3 � рівноподільна, то відрізок Н2М3

перпендикулярний до сторониАВ. Довести.
�Доведення. Оскільки за умовою Н2Н3 � рівноподільна

(рис. 49.4) і СМ3
� рівноподільна, то Н2М3 || СН3 (попередня

задача), отже, Н2М3 1.АВ. ·

І Задача 6. ЯкщоН2Н3 � рівноподільна, то ZA = 45°. Довести.

�До ведення. Перший спосіб. Оскільки дорівнює 90°

(див. попередню задачу), аН2М3
=АМ3, то ΖΑ = 45°.

Другий спосіб. Оскільки трикутники АН2Н3 і ABC подібні

AFf 1
(k = cosA), а за умовою

= 1 : 2, то =

-j=-
^-Jie

= cos А, отже, /А = 45°.
АВ

Третій спосіб. Із точки Н2 опустимо перпендикуляр H2D на

сторону АВ (рис. 49.5). У трапеції H2DH3C проведемо
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діагональ CD. Оскільки Н2Н3 � рівноподільна в трикутнику

ABC, a CH2DH3 � трапеція, то CD � також рівноподільна, якій
належить вершина С трикутника ABC, отже, відрізку CD

належить медіана тпс: AD
= DB. Отже, в трикутникуАН2В висота

H2D є і медіаною, відповідно, ZA = 45°. ·

І
Задача 7. Довести, що якщо рівноподільну трикутника ABC,
яка перетинає сторонуВС, видно з точкиМг під прямим кутом,
то однією з точок цієї прямої є точкаЯх (рис. 49.6).
�Доведення. За задачею 4AX\\KMV отже,

ΖΑΧΜ1 = АКМ±Х = 90° і X = ·

Задача 8. На стороні ВС трикутника ABC як на діаметрі
побудовано півколо, що перетинаєАС в точці К. Дуга з хордою

ВС, що проходить через центр описаного кола, перетинаєАВ

в точці Р. Довести, що КР � рівноподільна (рис. 49.7).

�Доведення. Очевидно, що ВК � висота ААВС, a АВРС =

= ZBOC= 2АА. Маємо АВРС= ZA+ZACP. Отже, /АСР = ZA, тобто
АР = PC, відповідно, точка Р належить серединному

перпендикуляру доАС � задача зводиться до попередньої. ·

І
Задача 9. Якщо пряма Ейлера ділить площу трикутника

навпіл, то цей трикутник рівнобедрений або прямокутний.
Довести.
�Доведення. Оскільки центроїд належить прямій Ейлера,

то пряма Ейлера збігається з медіаною трикутника. Але цій
медіані належить і ортоцентр, що
остаточно доводить твердження

задачі. ·
�

Задача 10. Довести, що якщо

ВК = KA + АС (К � точка на

стороні АВ), то KLt �

рівноподільна � основа бісектриси, в

проведеної з вершини А).
Правильною буде й обернена теорема.
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�Доведення. Відстані від точки L± до сторін АВ і АС рівні
(рис. 49.8). Позначимо їх t. Маємо

Saci^ +
~
~ *(АС +Ag) = � t · ВК = SBKLi,

вк

що й доводить твердження задачі. ·

І
Задача 11. Нехай 77Ж1 � діаметр кола, описаного навколо

трикутникаАВС. Точка ІГ � проекція точки Т на сторонуАВ.

Довести, що KLt � рівноподільна.
�Доведення (рис. 49.9). Відомо, що ВК = КА +АС (задача

Архімеда. Доведіть!) відповідно, задача зводиться до

попередньої. ·

Задача 12. Нехай К± і Ί\ � точки дотику зі стороною ВС

вписаного і зовнівписаного кіл трикутникаАВС. Нехай ΚγΡ
і T±Q � рівноподільні, що перетинаються. Довести, что точка

їх перетину належить медіаніAMV
�Доведення (рис. 49.10). Оскільки СТ± = р

- Ь, ВК±= р
- b

(р � півпериметр), то

ВК^СТ,. (1)
Оскільки Т1М1 = ΜγΚν то в рівновеликих трикутниках BQT±

і СРКг з огляду на (1) основи ΒΊ\ і СК± рівні, отже, рівні висоти,
тобто PQ II ВС і PQK1T1 � трапеція. Із того, що К1М1 = М1771,
виходить, що EF � друга середня лінія цієї трапеції й точка F

перетину діагоналей цієї трапеції належить середній лінії, а це

доводить твердження задачі. ·

І Задача 13. У формулі S = x· СНг знайти (побудувати) відрізок
х, що належить трикутникуАВС (рис. 49.11).
�Доведення. Проведемо через точкуМ1 пряму, паралельну

до Affr Вона перетинатиме сторонуАС в точці D. Доведемо, що
відрізок MtD

� шуканий. Дійсно, оскільки �

рівноподільна (доведіть!), то
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ScDHi -

^Μχ
� CHX,

і S = DMr · CHV отже, x � де відрізок DMr
·

Рівноподільна в многокутнику

І Задача 14. Будь-яка пряма, що проходить через точку

перетину діагоналей паралелограма, є рівноподільна.

�Доведення очевидне.
·

І
Задача 15. Якщо діагональ чотирикутника ділить другу

діагональ навпіл, то вона рівноподільна. Правильною буде й

обернена теорема.

�Доведення очевидне.
·

І Задача 16. У трапеції друга середня лінія є рівноподільною.

�Доведення очевидне.
·

І Задача 17. Якщо кожна діагональ чотирикутника
є рівноподільною, то цей чотирикутник � паралелограм.

�Доведення. Нехай в чотирикутнику ABCD точка О �

точка перетину діагоналей (рис. 49.12). Оскільки за умовою

&ABD = &BCD� то висоти> опущені з вершинА і С на діагональ BD,

рівні, отже, АО
= ОС. Аналогічно доводиться, що BO = OD, а це

означає, щоABCD � паралелограм.
·

Задача 18. Дано випуклий шестикутник ABCDEF. Відомо,
що кожна з діагоналей AD, BE і CF є рівноподільною.
Доведіть, що ці діагоналі перетинаються і одній точці.

�Доведення. Доведемо за допомогою гомотетії. Нехай

ABCDEF (рис. 49.13) � заданий шестикутник. Площі
трикутників ABD і BDE рівні (оскільки чотирикутники ABCD
і BCDE рівновеликі). Відповідно, рівні висоти, опущені на BD

з вершинА і Е, отже, АЕ || BD.
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Рис. 49.14

Аналогічно встановлюємо, що СЕ || BF, DF || АС. Так,

трикутники BDF іАСЕ � подібні.
Розглянемо гомотетію з центром в точці Р � точці перетину

діагоналейAD і BE. При |й| = PE : РВ точка В перейде в точку Е,
а точка D � в точку А, пряма DF в пряму AC, BF � в EC.

Оскільки прямі DF і BF перетинаються в точці F, то ця точка

перейде в точку перетину прямих АС і EC (це буде точка С).
Відповідно, точки F, Р і С лежать на одній прямій, отже,

твердження задачі доведено. ·

І Задача 19. У прямокутну трапецію вписано коло з центром О

(ВС IIAD, ВС <AD). Довести, що пряма OD � рівноподільна.
�Доведення. Позначимо F � точку перетину OD з АВ

(рис. 49.14). М, К, Ν, Е � точки дотику кола і сторін трапеції.
Sk
� площа квадратаEONA. S± � площа трикутникаDON, S2

�

площа триктуника МОС. Оскільки AEFO = ΔΟΟΚ (/ODN =

= /FOE = /СОК), то

&EFO &2·
Маємо:

+ (1)

Далі:

Srsc2) = Sft-S2 + 2S2 + S1 = S2 + Sft + Sr (2)

Порівняємо (1) і (2), отримаємо необхідне. ·

К

Задача 20. Доведіть, що якщо два трикутники, утворені від
продовження сторін випуклого чотирикутника до їх

перетину, рівновеликі, то одна з

діагоналей � рівноподільна
чотирикутника.

�Доведення. Нехай ABCD �

даний чотирикутник (рис. 49.15).
Проведемо відрізки BD і KL.
Оскільки трикутники ADK і BAL �

рівновеликі, то рівновеликі також

трикутники, а це означає, що
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чотирикутник BDLK
� трапеція (BD || KL). Оскільки в трапеції

точка перетину продовжень бокових сторін (точка А), точка

перетину діагоналей (точка С) і середини основ лежать на одній
прямій, то твердження задачі доведено (задача 15). ·

Побудова рівноподільної
І Задача 21. Через вершину трикутника провести рівно-
� подільну.
�Цією рівноподільною буде медіана. ·

І Задача 22. Через точку К на стороні трикутника провести

рівноподільну.
�Проведемо медіану ΑΜγ (рис. 49.16). Через точку А

проведемо пряму, паралельну до КМГ Вона перетинатиме ВС

в шуканій точці X. ·

І
Задача 23. Через точку X поза трикутником ABC провести

рівноподільну.
�Оскільки площа трикутникаABC задана (позначимо її Q), то

зведемо задачу до такої: через точкуX поза кутомАСВ провести

пряму, яка від даного кута АСВ відтинатиме трикутник YCZ,

площа якого дорівнює � (рис. 49.17).
2

Проведемо через точку X пряму XN || ВС. Ця пряма

перетинатиме сторону АС в точці L. Проведемо NF || CL, щоб

паралелограм CLNF був рівновеликим з квадратом площі �.

2

Припустимо, що шукана пряма XZ побудована.

Позначимо XL =

av CF
=

α2, FZ
= χ.

Оскільки трикутник CYZ і паралелограм CLNF мають спільну
частину � чотирикутник CYKF, то

&KFZ SrYLN�
або

&KFZ &XNK &XLY�
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абов

&ΧΝΚ &XLY
_ І (1)

&KFZ Skfz

Трикутники XLY, XNK, KFZ �

подібні.
Отже,

&XNK
_ (Д1 + а2^ . &XLY

_

SKFZ X2 &KFZ X2

Рівність (1) запишемо так:

fa + Дг)2
�2

або

х2 = (αχ + α2)2 - αχ2.
Оскільки відрізки аЛ а2 задано, то знайдемо відрізок х, точку

Ζ і шукану пряму ΧΖ.
·

(Задача 24. Через вершинуА чотирикутникаABCD провести

рівноподільну.

�Нехай М � середина діагоналі BD (рис. 49.18). Площі
чотирикутників АВСМ і AMCD рівні, тому шукана пряма

повинна перетинати відрізок МС в точці О і сторону CD в точці
L так, щоб площі трикутниківАОМ і COL були рівні.

«Створюємо» трапеціюAMLC з урахуванням того, щоМ �

середина BD.

ШуканаAL � діагональ цієї трапеції. ·

І Задача 25. Побудувати одну з рівноподільних фігур,
зображених на малюнку 49.19.

�Знайдемо середину дугиАВ (точку К) (рис. 49.20). Оскільки
дугиАтК і КпВ рівні, то залишається через точку К провести

рівноподільну в чотирикутникуАКВС. ·



Глава SO

ЗАДАЧА «ЯПОНСЬКОЇХРАМОВОЇ ГЕОМЕТРІЇ»

Геометрію в Японії любили і, сподіваюся, що й досі люблять.

У будь-якому випадку, про «Японську храмову геометрію»

(XVII-XIX ст.) відомо, п^о задачі, вивішані в храмах на

спеціальних дощечках «сангаку», і цікаві, і складні.
З однією з них ми познайомилися в книзі 3. А. Скопеця

і В. А. Жарова «Задачи и теоремы по геометрии (планиметрия)»,
що вийшла в 1962 році.
У трикутник вписано коло радіусом г. Побудовано кола, які

дотикаються до сторін трикутника і вписаного кола. Довести,
що між радіусами гр г2, г3 останніх трьох кіл є залежність

= г.

Наведемо розв�язання, надруковане в цій книзі, зробивши
його детальнішим (перший спосіб).
� Нехай I, Ιν І2,І3 � центри кіл (рис. 50.1). Проведемо через

точку ί1 пряму, яка паралельна до АВ і перетинає радіус ІК
в точці Е (К і К± � точки дотику сторони АВ з колами, центри

яких І і ίχ). У трикутнику 11^: IIх = т\ + r; IE
= r - rv а

звідки гх =

!
· А

1 - sm-

�
-

г ~ гі
>

г. Аналогічно

1 + sin�

2

η
· с

1 + sm�
2

А

Рис. 50.1

В

245



Далі автори розв�язання обрали віртуозний шлях � вони

застосовують відому тотожність: якщо α + β + γ
= 180°, то

а, β ,β,γ , γ, α .

r � tg� + tg � tg�+ tg �tg� = 1.
2 2 2. 2 &2 2

(1°)

ABC
Унашому випадку a = 90° ; β = 90° ; γ = 90° - �

, і буде
2 2 2

правильною рівність (1°), тобто

tg| 45°-^]tg(45°-+ tg[450-tgi45°-11 +

Оскільки вираз у дужках дорівнює 1, то

+ = г,

що і потрібно було довести. ·

Погодьтеся, шановний читачу, що здогадатися застосувати

відому тригонометричну тотожність здатен не кожний.

Очевидно, подумав я, тут має бути хоч і довший, проте більш

«природній» спосіб доведення. Отримали такі розв�язання.
*Другий спосіб. Нехай Кг і К3 � точки дотику кіл з центрами І

та І3 сторони ВС (рис. 50.2).

Нескладно знайти Κ3Κχ: К3КГ = 2д/г?7. Із подібності

трикутників СК±І і I3DI маємо:

г -r3 г ґ
_

а + b + с Ί

Р~с V 2 /
(1)

Аналогічно можна отримати ще два співвідношення:

(2)

Рис. 50.2
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(3)

Зазначимо, що
2 2 2

Г Г Г .

1 1 � 1 .

(Р - Ь)(р - с) (р- с)(р -а) (р- а)(р - Ь)

Враховуючи співвідношення (1), (2), (3), отримуємо рівняння

(г - гх)(г - г2) (г - г3)(г - г2) (г - г3)(г - ?і)
= 1

(VtT + 7^ + V^)� p2 ~ (fa + r2)V^ + (Г2 + гз)7^" + fai + +

+ 47Г1Г2Гз)г + rlr2yf^ + ^Зл/Т + гЗгі7^ = θ·

і рівняння (4) виглядатиме так

(лАЇ+ТйГ+- (gAT+Jb+ +ТйГ+
7гіг2гз) r++7ф?)7гіг2гз = θ·

Розв�яжемо це рівняння і отримаємо два корені:

Припустимо, що гх
>

г2
>

г3 і знайдемо:

що неможливо. Отже, у даній задачі:

Г = 4^2 + + α/ψΓ· ·
Можна довести, що г" відповідає колам, які дотикаються до

продовжень сторін трикутникаАВС. Це розв�язання належить
П. С. Моденову і С. І. Новосьолову.
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*
Третій спосіб нагадує другий: з допомогою подібності

трикутників знаходимо, що

27гзг3
р-а = � р-Ь = ��р-с = � .

г - Гі г-г2 г - г3

Потім прийдемо до рівняння

2-Jr3rt 2-Jr3r2 2^/r3r3
_

2-Jr37j
+

2-Jr3r2
+

2-Jr3r3
r - 7i r - r2 r - z3 r - rx r - r2 r-r3

\ У

r2.

Після скорочення отримаємо:

4/· � ф\г2г3 = (г - r2\r - r3)fi + (r - /Jr - r3\fe + (r - r2\r - fiYfe =

f2 C/i? + + V^)_ Г + r3 aAT + + r2^ + гз4ь + r2 лАЇ") +
+VwsfV'vT++Vv?).

звідки

(^-(7^+7^+7^))-г(7й+7^+лЯ)-
- · (r -ter+))=
= (r - (VvT + + V^b))· (r (аАЇ + Jb + -\Й~ і/гі^з) =

значить,

r = 4^2 + te? + aAvT-
Про другий корінь r> вже йшлося. ·

� Четвертий спосіб. Позначимо х � радіус шуканого кола.

Маємо

cos ,jS.
2 V 2 у (х + Гі)2 х + η. 2 x + r2

С 2Jxr^
cos� = � .

2 x + r3

Оскільки

. C + ' A: - В � Ά . Б
shi~ wcosi�I ^sIb�sxe�

% jt'l·: ;3v 2 2

маємо: x-r3
_ 2·/χϊ\ 2yjxi^

_

x-rx x-r2

x + r3 x + q x + r2 х + гг x + r2
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Далі

х-г3
=

- х2 + (rx + r2)x - η?2

χ + r3 (х + ті/х + Тз)
�

або

(χ + 7-Jx + r2\x - r3) = (- χ2 + (rx + r2 + 47ψΓ)x -

η
· r2)x + r3).

Отже,

(x2 + тух + r2x + rxr2)(x - r3) = (- x2 + тух + r2x + 4xT?V? -

rxr2 \x + r3),
або

x3 + тух2 + t2x2 + i\r2x
- r3x2 -

rxr3x
-

r2r3x
-

rx?2r3 = -x3 + 7jx2 + r2x2 +

+ 4х27ф? -

qr2x
- r3x2 + туг3х + r2r3x + 4χγ37ψΓ " W3·

Після зведення подібних членів маємо

2х3 - 4уІ^х2 + 2 (rxr2 - r2r3
-

гхг3
- 2γ3α/ψ^)χ = θ ·

Отримуємо

χ2 - 2 д/ф?* + Ф2
-

Фз
-

Фз
� 2гз д/фГ = θ>

або

(х-= r2r3 + туту + 27ф?· Г3 = г3 (ті + г2 + 2^2 ) = г3 (jry + Jb)2 ·

х = Jv2 + Jwi + Jwi· ·

Глава 51

ЧУДОВА РІВНІСТЬ
ГЕОМЕТРІЇ ТРИКУТНИКА

Рівностей у геометрії трикутника існує неймовірно багато.

Звання «чудового» потрібно заслужити. Мова піде про

співвідношення

(*)

(ί � інцентр, W1
� точка перетину бісектриси внутрішнього

кута ВАС трикутникаАВС з описаним навколо цього трикутника

колом, R, г� радіуси описаного навколо трикутника і вписаного

в трикутникABC кіл).
Рівність для істинних любителів геометрії � не новинка, але

чомусь в жодній із знайомих мені книг вона не виділялася як

необхідна і значна. Спробую переконати читача у важливості цієї

рівності.
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Способи доведення

�Пеший спосіб. Із трикутника АІК

(К � точка дотику вписаного кола зі

стороноюАВ) (рис. 51.1):

АІ =

. А
�

sm�

2

Із трикутника AW±C (застосуємо
«трилисник»):

СИЛ =IW, = 2Bsin�,11
2

отже, АІ · IW± =

д
г · 2R sin �

2
= 2Rr, що і потрібно було довести. ·

*Другий спосіб. Проведемо діаметр WrD.

АІ = �Л?і = CWX = 2Jisin� (із AC-DWJ.
sin�

2

2

ToRiAI-rW\ = 2Rr.·

� Третій, спосіб. Трикутник CDWX подібний до трикутника

АІК:

DW,1 = £51, або � = ^5., звідкиАІ · IW\ = 2Rr.«
AI IK AI г

� Четвертий спосіб. Із ΔΑΙΟ:

АІ АС

. С
sm� sm(9θο+<)

, звідси AI =

С С
b · sin � 2R sin В sin �

2__ 2
В

cos�

2

В
cos�

2

отже,

AI = 4Bsin�sin� и IW, = 2Bsin�.
2 2 2

Ai - IW, = 4Bsin�sin� · 2Bsin�.
1

2 2 2

ABC
Враховуючи, що г = 4Bsin�sin�sin�, маємоAI �IW1 = 2Rr.^

2 2 2
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� П'ятий спосіб. У книзі 3. А. Скопеця і В. А. Жарова «Задачи
и теоремы по геометрии (планиметрия)» (Μ., 1962) дається

вказівка до доведення: «Розглянути трикутник WrOC і

використати теорему Стюарта, а потім скористатися теоремою

Ейлера». Пропонуємо цей спосіб читачам розглянути

самостійно.·

Задачі на побудову1
І Задача 1. Побудувати трикутникABC за АГ; IWr; а.

� Будуємо базовий трикутник W1M1C (рис. 49.1), отримаємо

кут M±CWV що дорівнює � ZA Із трикутника АІК отримаємо
2

радіус г. Дана задача зводиться до розв�язання задачі: #, г, а.·

Побудувати трикутникABC:

2) за АГ, IWV А � аналогічна до попередньої.

3) АГ, IWVR;
4) АІ, IWvr;
5) AI,IWvha.
Вказівка. В задачах 3 і 4 застосовується формула (*). В задачі

5 спочатку потрібно знайти діаметр описаного кола.

6) АІ, IWvp-a;
7) Д, г, АГ;
8) В, г, IWi;
9) АІ, IWVZB-ZC.

Доведення формул

IIW-IW<>
Задача 2. Довести, що �уу�-

= R.

�Доведення. Маємо

IWr IW3 АІ- rw\
· CI · IW3 _

2Rr · 2Rr

IB
"

AI · CI · BI
-

AI CI BI'

Скориставшись тим, що

і формулою

Г Г

AI = �^; BI =

.
А

sm�
2

. В
�

sm�

2

CI =

. С
�

sm�

2

ΛΌ
. A

. В . С
г = 4/isin�sm�sm�,

2 2 2

1
Задачі рекомендуется розв�язувати двома способами.
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отримуємо

ABC
TW rur 2Rr '2Rr -sin�sin�sin� -4Ή ^2 2,,
/14^

. IW3 2 2 2
_

r r

IB r3 -4R r3 -4R
= R. ·

Задача 3. Довести, що = 2r.
IW9

�Доведення. Маємо

2Rr · 2Rr 4R2r2IA IC
_

AI IW^CI - IW3
_

IW2
�

IW,-IW2-IW,
�

8Л3Й� AsinSsi!iC
-

2тЯ*
2 2 2

Найкоротпіе доведення формули Билера:

OZ2-P2~2Pr

�Позначимо ΟΙ = d. Проведемо через точки О й І хорду РМ

(рис. 51.2). ТодіР/ = d + R; ОМ = R- d.

Оскільки

PI-IM=AI-IW1,
маємо

(R + d)(R -d) = 2Rr, R2-d2 = 2Rr, d2 = R2- 2Rr. ·

Формула AZ2 = be - 4Rr

�Доведення. Оскільки

4Rr = 2AI-IWv
то формулу перепишемо так: AI2 = be- 2AI · ZWX.

Із подібності трикутниківAWjCіALyB випливає, що

= 2r. ·

be =AW, · I
1 a (1°)

(Ζα � бісектриса кута ВАС). Маємо

AI2 + 2AI-rW\ = bc,
або

АІ2 + 2АІ · IWt + IW^ = be + IW^.
Скористаємося співвідношенням

(1θ):

(AI + IWj2 =AW1 · la + IW2,
ЗВІДКИ

AW1(AWi-la)
= IW2,

або

AWr · L1W1 = IW^ = CW^,
отримали відому формулу. ·
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Нерівності

I Задача 4. Довести, що R > 2г.

� Доведення. Маємо ^АІ � /Жх <
, тоді

2

АІ · IWr < AWr

Очевидно, що АЖХ < 2R, отже AI'IWX < R2. Оскільки
АІ · ЛУХ = 2Rr, то 2Rr<R2, або R > 2г.·

»

Задача 5. Довести, що sin�sin�sin� < �, гдеА, В, С � кути

трикутникаАВС.
�Доведення. Маємо ΑΙ-IWy < R2 (див. доведення

попередньої задачі).
Далі (з трикутникаАИ^С):

/Ж, = СЖІ = 27? sin�.1 1
2

За теоремою синусів із трикутникаАІС:

АІ АС

' sin-~ sinZA/C'
2

(1)

Враховуючи, що

ZAIC = 90° + � іАС = 2BsinB,
2

маємо

АІ =

Q
2R sin В sin� В С

-2-, Ai = 4Bsin� sin �.
2 2

sin^90° +

(2)

АІ IWi = SR2 sin�sin�sin �.
1

2 2 2

Скористаємося рівностями (1) і (2) і отримаємо:

АІ · IW± =

Але АІ · IW± < R2, отже,

9 А В С 9

87?2 sin�sin�sin� < R,

або

. A
.
В . Cl

sm�sin�sin� < �.

2 2 2 8
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Глава 52

ЧУДОВІ ПАРАЛЕЛОГРАМИГЕОМЕТРІЇТРИКУТНИКА

Подвоєна медіана

Чудові точки і прямі геометрії трикутникадещо «витіснили»

паралелограми, без властивостей яких обійтися не можна.

Звісно, найпопулярніший з них � паралелограм, який

утворюється від «подвоєння» медіани (рис. 52.1).
Назвемо умови деяких задач і теорем, для розв�язання і

доведення яких доцільна побудова такого паралелограма.
1. Дано три сторони трикутника. Знайти довжину медіани.

2. Довести, що три прямі, яким належать висоти

трикутника, перетинаються в одній точці.

3. Пряма Ейлера.

4. Побудувати трикутник за такими елементами:

1) ha, ть, тс;
2) ha, hb, пгс;
3) А, ha, та;
4) A, ha, ть;

5) a, hb, ть (Київська олімпіада, 1964 р.).

Як приклад розглянемо задачу:

І Побудувати трикутник за a, A, mb (II Українська олімпіада,
1962 р.).

�Проведемо аналіз задачі: нехай трикутникABC побудовано

(рис. 52.2). «Подвоїмо» медіану ВМ2. Отримаємо паралелограм
ABCD. Оскільки кут ВАМ2 = АА � задано, то на медіані

ВМ2
=

ть можна побудувати сегмент, який містить кутА, а потім

із точки D провести дугу радіуса, що дорівнює а. Вона

перетинатиме сегмент в точці А. Значить, трикутник АВМ2
можна побудувати, отже, і трикутникABC також. ·

Рис. 52.1 Рис. 52.2
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Паралелограми Ейлера
Нехай Ех

� середина відрізкаАН (точка Ейлера). Оскільки

ΟΜγ = �AH = ДХН. Чотирикутник OM-flEy назвемо першим
2

паралелограмом Ейлера (тим більше, що його діагональ ОН

належить прямій Ейлера) (рис. 52.3).
І Задача 1. Довести, що М1Е1 = М2Е2 = М3Е3.
�Доведення.Розглянемо ще один чудовий паралелограм

ОМ^ЕуА� назвемо його другим паралелограмом Ейлера: М1Е1
=

ОА = R. Отже,

мхдх = м2д2 = м3д3 = д.·

І Задача 2. Довести, що центр кола Ейлера ділить відрізок ОН
навпіл.

�Дійсно, це точка перетину діагоналей першого
паралелограма Ейлера. · 1

І Задача 3. Довести, що другий паралелограм Ейлера не може

бути ромбом (рис. 52.4).

�Доведення. Оскільки/ОАС= /Н1АВ,а/ОАМГ = ΖΜχΑΕχ,
то /САМг = /BAMV отрке, медіанаΑΜί збігається з бісектрисою
кута ВАС, тобто трикутник ABC � рівнобедрений і другий

паралелограм Ейлера вироджується. ·

І Задача 4. Якщо перший паралелограм Ейлера � ромб, то

ОН2 = ЗД2 - а2.

�Доведення . Оскільки ОН ± ΜχΕχ, то /АОН = 90°,
а значить,

ОН2 = АН2 - ОА2, або ОН2 = 4Д2 - а2 - R2 = ЗД2 - а2. ·

Задача 5 (Соросівська олімпіада, Київ). НехайН� ортоцентр

трикутника ABC, Μγ і N � середини відрізків ВС і АН

відповідно, К � точка перетину прямої МХН з бісектрисою
кута ВАС. Довести, що /АКН = 90°.

�Доведення. Побудуємо другий паралелограм Ейлера
(рис. 52.4). Оскільки бісектрисаALX ділить кут OAN навпіл, то

/ОАК = /AKN = /.ΚΑΝ, отже, медіана ΚΝ трикутника АКН

дорівнює половиніАН, тобто /АКН = 90°. ·
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Задача 6. Довести, що точки, симетричні центру описаного

навколо трикутника кола відносно середин його медіан,
лежать на висотах трикутника.

�Доведення. Це виходить безпосередньо із властивостей

діагоналей другого паралелограма Ейлера% ·

Задача 7 (Шарыгин И. Ф. «Геометрия 9-11», М., Дрофа).
Нехай К � точка, симетрична центру описаного навколо

трикутника ABC кола відносно сторони ВС. Довести, що

пряма Ейлера трикутникаАВС ділить відрізокАК навпіл.

�Доведення. Дійсно, чотирикутник ОКНА�

паралелограм, діагоналі якогоАК і ОН (рис. 52.5). ·

Паралелограм IK.JDA
(І � інцентр)

Доведемо, що пряма М±І відтинає на висоті АН± відрізок AD,
що дорівнює радіусу г вписаного в трикутник ABC кола

(рис. 52.6).
�Опишемо навколо трикутника ABC коло і продовжимо

бісектрису кута ВАС до перетину з колом в точці W. Оскільки

трикутники IAD і IWMt подібні, то

АР АІ

MrW
"

IW
*

Із подібності триктуників WMyC
і AIK {К � точка дотику сторони АС

і вписаного в трикутникABC кола):

г АІ

MtW
""

CW
'

За «трилисником» CW = IW, маємо

AD = r.

Звідси очевидно, що чотирикутник

AIKtD � паралелограм (ІК± = г)
(рис. 52.7). ·
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І Задача 8. Довести, що точка, симетрична інцентру І відносно
середини відрізкаAKV належить висотіАНГ

�Дійсно, це виходить із властивостей діагоналей

паралелограма IK^DA (рис. 52.7). ·
І Задача 9. Побудувати трикутник за г, ІА, АКГ
�Ця задача зводиться до задачі: «Побудувати трикутник за а,

Ь, тс». Дійсно, в паралелограмі IADK1 діагональ АКг ділить
діагональ ID навпіл (рис. 52.8). Побудуємо трикутник AID за

двома сторонами (АІ і ID =' г) і медіаною, що дорівнює 0,5AKlt
отримаємо точкуКу. Побудуємо далі коло з центром І, радіусом

fiTj
= г. Далі очевидно.

·

Задача 10. Довести, що якщо ОІ || ВС, то ІН ± Іа.
�Доведення. Оскільки ОІ || ВС, то ОМх = г (рис. 52.8).Отже,

ΜχΣ> II ОА. Але, враховуючи паралелограм Ейлера, можна

стверджувати, що через точку Μχ проходить пряма М1Е11| ОА,
отже, точкаΕχ (середина відрізкаАН) збігається з точкоюD, тобто
ID � медіана трикутникаАІН. Оскільки ZAID � ADAI, то ID =

AD, а це означає, що ZAIH = 90°. ·

Глава 53

ТРИКУТНИКЯК «ВИРОДЖЕНА» ТРАПЕЦІЯ
Нам не дано предугадать,

как слово наше отзовется...

На розгляд трапеції як «виродженого» трикутника може

«спровокувати» формула середньої лінії:

а + Ь

2
(1)

Очевидно, що за умови а = 0 трапеція «вироджується» в

трикутник, і формула (1) перетворюється на формулу середньої

лінії трикутника: MN = � (М і N � середини сторін трикут-
2

ника, b � відповідна сторона) (рис. 53.1).
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І
Задача 1. У рівнобедреній трапеціїABCD (ВС <AD) точка К
� проекція точки В на основу AD. Довести, що KD �

відрізок, що дорівнює середній лінії трапеції.
�Доведення. Із вершини С опустимо висоту СЕ (рис. 53.2).

Тоді середня лінія MN трапеції дорівнює

MN =

ВС + АК + КЕ + ЕР

2

2КЕ + 2ЕР

2
= КЕ + ЕР = КР.

Задача 1°. У рівнобедреному трикутнику ABC (АВ = АС)
відрізок HrB дорівнює середній лінії трикутника (Н1 �
основа висоти, проведеної з вершиниА).
�Доведення очевидне. ·

Далі розглянемо, що станеться з різними елементами

трапеції: з бічними сторонами, діагоналями, відрізкамиAN іDM

(N іМ� середини бокових сторін трапеції), з другою середньою
лінією трапеції.

Епіграф, винесений у заголовок, як і належить епіграфу,
відображає настрій того, що відбувається. У кожній задачі
виникає запитання: які власивості трапеції аналогічні з

властивостями трикутника? Ця загадка зачаровує і... не

розчаровує!
Задача 2. Довести, що в трапеції ABCD чотирикутник

Т1Т3Т2Т4 � паралелограм (Tv Т3, Т2, Т4 � середини сторін
трапеції) (рис. 53.3).
�Доведення. Дійсно, відрізок Ί\Τ3

� середня лінія

трикутника ABC, а Т2Т4 � середня лінія трикутника ADC

(рис. 53.3). Отже, ТГТ3 паралельна до діагоналі АС, так само як

і відрізок Т2Т4. До того ж вони дорівнюють половині відрізка
АС. ·

Рис. 53.3 Рис. 53.4
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А

І Задача 2°. У трикутнику ABC чотирикутник ΑΜ2ΜχΜ3 �

паралелограм (рис. 53.4).
� Доведення очевидне.·
Задача 3. У трапеції ABCD середні лінії Ί\Τ2 і Т3Т4 в точці
перетину діляться навпіл (випливає із задачі 2).
Задача 3°. У трикутникуABC середня лінія М2М3 і медіана

AM± діляться точкою перетину навпіл.

�Доведення очевидні (випливає із задачі 2°). ·

Задача 4. Якщо середні лінії трапеції рівні, то діагоналі
трапеції перетинаються під прямим кутом.

�Доведення очевидне (випливає із задачі 2). ·

Задача 4°. Якщо середня лінія трикутника дорівнює
відповідній медіані, то трикутник прямокутний.

�Доведення очевидне (випливає із задачі 2°). ·

І Задача 5. У трапеціїABCD друга середня лінія, відрізкиAN і
DM перетинаються в одній точці (рис. 53.5). Довести.

�Доведення. Дійсно, друга середня лінія проходить через

точку перетину діагоналей трапеції. Отже, точка перетину

діагоналей трапеції AMND також належить відрізку Т3Т4
(другій середній лінії).·

І Задача 5°. Три медіани трикутника перетинаються в одній
точці. Довести.

D

� Доведення. Дійсно,AN іDMперейдуть в медіани СМ3 і ВМ2, а

друга середня лінія � в медіануАМ± (рис. 53.6).·

І Задача 6. Довести, що якщо в трапеції ABCD AN = DM, то

трапеція рівнобедрена.
�Доведення. Дійсно, проведемо відрізок MN (середню

лінію) (рис. 53.7). Тоді трапеція
AMND � рівнобедрена, отже,

рівнобедрена і трапеціяABCD.·
Задача 6°. Довести, що якщо в

трикутнику ABC медіана тпь
дорівнює медіані шс, то

трикутник рівнобедрений.
* Доведення очевидне.·
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Задача 7. Довести, що якщо в трапеції ABCD відрізок
BN = CM, то трапеція рівнобедрена.

Задача 7°. Якщо в трикутнику ABC відрізок ВМг = ВМ3, то

а = с.

�Доведення очевидне. ·

(Задача
8. Якщо в трапеції ABCD відрізок CM = DM, то

трапеція прямокутна (ZP = 90°).
�Доведення очевидне. ·

І Задача 8°. Якщо в трикутникуАВС тс = � с, то ZC = 90°.
� 2

Задача 9. В трапеціїАВСР SCMD = � Sabcd- Довести.

Задача 9°. Довести, що медіана ділить трикутник на дві
рівновеликі частини.

Формула медіани та трикутника АВС

У трапеціїАВСР розглянемо паралелограм Т1Т3Т2Т4(Т1, Т2,
Т3, Т4 � середини сторін трапеції). Нехай dv d2

� діагоналі
трапеції (рис. 53.8).

Маємо

=т^2+т^2· (і0)

Після «виродження» в трикутник діагоналі стануть
сторонами Ь і с, відрізки Гз^і ΤχΤ2 медіаною пга і середньою лінією,

що дорівнює�. Тоді формула (1°) виглядатиме так:
2

>11
2А / \2

звідки та
= �

>2
. ζ.2Ь+С а

Т
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Глава 54

ВЧИСЯ РОЗВ�ЯЗУВАТИ ЗАДАЧІ � ЯКІСТЬ

ГАРАНТУЄТЬСЯ

Хотілося назвати: «Вчу розв�язувати задачі»! Не наважився.

Причина проста � навчити розв�язувати задачі, як на мене,

неможливо. А от навчитися розв�язувати задачі, мабуть, можна.

Вчителі, вчені в усі часи прагнули допомогти в цьому

ентузіастам. Але це прагнення, гадаю, мало кому допомогало. Кожен

користувався своїм життєвим досвідом і здібностями,
дарованими йому долею. Саме розв�язування багато в чому підсвідоме,
хоча, наприклад, Д. Пойа в книзі «Как решать задачу»

запропонував декілька положень.

Щоб побачити їхню ефективність, потрібен був, скоріше, не

час, а спрямованість педагогічної роботи. Судячи з усього,

є досить складні задачі, які ніби для того і створені, аби навчати

мистецтву розв�язання.

І
Задача 1. Чотирикутник ABCD з перпендикулярними

діагоналями вписано в коло з центром О. Довести, що ламана

АОС ділить площу чотирикутника навпіл.

Для розв�язування задачі скористаємося такими загальними

рекомендаціями.

Рекомендація 1. Змініть вимогу задачі, розшифруйте її.

У цій задачі спробуємо знайти декілька фігур, рівно-
великість яких довести нескладно.

Рекомендація 2. Навчіться «витягнути» з умови все можливе

для розв�язання, не пропустіть дрібничок, саме вони можуть

стати вирішальними для досягнення мети.

Отже, точка О � центр описаного навколо чотирикутника
колаABCD (рис. 54.1). З�єднаємо її з вершинами чотирикутника
і отримаємо декілька рівнобедрених трикутників. Тепер
замінимо задану в умові вимогу еквіва¬
лентною, а саме: доведемо, що пари

трикутників, наприклад, АОВ iDOC,
рівновеликі, як і пара трикутниківAOD

ІВОС.

Отже, розв�язування починаємо з

доведення рівновеликості трикутників
АОВ і COD.
� Оскільки дві сторони одного з них

дорівнюють двом сторонам другого (як
радіуси), то застосуємо формулу:
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SA0B = ~AO � OB ' sin ΑΑΌΒ
2

SD0C -
~DO ' ОС · sin Z.DOC.
2

Залишається довести, що рівні треті
множники:

sinZAOB = sinZBOC.

Очевидно, що ZAOB не дорівнює
ZBOC. Але, можливо, рівні синуси цих

кутів? Точніше, мають (!) бути рівними синуси кутів!
Знову скористаємося умовою! Для чого задано

перпендикулярність хорд?
Нехай L � точка перетину діагоналей чотирикутника.

Оскільки

ZBLA = |(u АВ + uCD) = 90°, ZAOB + ZCOB = 180°

і

sinZAOB = sin(180° - ZCOB) = sinZCOB,
відповідно, SA0B = SD0C. ·

Аналогічно доводиться, що SA0D = SB0C. Отже, ламана АОС

ділить площу чотирикутника пополам, що потрібно було

довести.

Задача 2. На радіусі ОА кола з центром О, як на діаметрі,
побудовано інше коло. Радіус ОС першого кола перетинає

друге коло в точці Е, а радіус OD � в точці F, СС± ± OD.

Довести, що відрізок СС1 дорівнює хорді EF (рис. 54.2).
�і. «Працюємо» над вимогами задачі. Припустимо, що

відрізки ССХ і EF можуть бути рівними або із рівності трикутників,
або як хорди одного або рівних кіл.

2. Одне коло для EF є � це коло з діаметром ОА (коло γ2).
3. Де взяти коло для відрізка ССХ? Це коло з діаметром ОС

(коло γχ).
4. Запитання до умови: для чого проводяться радіуси ОА і ОС?
Відповідь: вони рівні, отже, рівними будуть колаγχ іγ2.
5. У колах γχ і γ2 розглянемо дуги, які стягують хорди ССХ і EF.

6.1 в одному, і в іншому колі на ці дуги опирається один і той

же вписаний кут: в колі γχ
� це кут COCV а в рівному йому колі

γ2
� це той же кут EOF.

Твердження задачі доведено! ·
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Глава 55

ДМИТРОМАВЛО, ВИДАТНИЙ ГЕОМЕТР
СУЧАСНОСТІ, У НАС В ГОСТЯХ

На презентації книги «Повернення втраченої геометрії» до

мене підійшов високий імпозантний чоловік з живим поглядом,

чарівною посмішкою і прекрасними манерами. Делікатно і

з розумом засипав компліментами і відрекомендувався: «Дмитро
Пантелеймонович Мавло, математик із Києва, зараз живу в

Москві».

Перші хвилини розмови засвідчили, що співрозмовник
володіє геометрією на найвищому рівні. І лише через якийсь час

я побачив його записи і осягнув масштабність цього вченого.

Його знає Європа й Америка, а тепер, завдяки українському
журналу «Математика в школі», знатимуть і у нас, в Україні.
Багато з того, над чим працює Дмитро Пантелеймонович, не

входить у шкільну програмну геометрію. Проте у нас є чудова

можливість ознайомитися з деякими його авторськими задачами

і навіть зі статею, опублікованою в українському журналі
«Математика в школі», № 3, 2004 р.
Для початку � три мініатюри.

Нерівності Мавло

Ще раз хочу наголосити, що пропоновані нерівності � лише

«верхівка айсберга», скажімо, перше знайомство... але яке

приємне!

Перша нерівність. Довести, що

Р
(1°)

де Іс � бісектриси кутів трикутника ABC, р
�

півпериметр.

Пропоную доведення, дещо відмінне від авторського.

� Відома формула Іа =
2y/bcp(p - a) t

. її можна записати так:

4Ьс
= - -^р(р-а),

(Ь + с)

Ь + с

звідки Іа2<р(р - а), отже, Іь2<р(р - Ь), І2 <р(р- с).

Звідси

Wf ЇР2(Р<Р - «)(р - 6)(Р - c))=P2S2,

(1)
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відповідно, S > =
2lalblc

.
·

р a + b + с

Коментар: нерівність Мавло можна довести за допомогою

формули Чезаро: SL (див.: Трикутник і тетраедр в

Р

задачах).

Друга нерівність

Довести, що S < �їп^7г^-, де т, т., τη � медіани трикут-
Р

а о с

никаАВС. .

�Д оведення. Враховуючи формулу медіани, маємо

пт.2 О 2 2 1.2 2.2 2 2 2
2 2b + 2с -а Ъ +Ь + с + с -а

тп = �

4

2 2

Отже І

Звідси

або

Звідси

Довести, що S <

Ь* + 2Ьс + с" - αΔ (b + с)2 - a2
z

.

> - = -
= р(р - а).

4 4

т2 >р(р
- Ь), т2 >р(р - с).

(mambmc)2 >р2(р(р - а)(р - b)(p - с)) =p2S2,

р а + Ь + с

Третя нерівність

2yjmambmclalblc
a + b + с

�Доведення.

mala >p(p~ a), mblb >p(p
- b),

m I >p(p- c).

s < j S3 < ^{аЬстатьтсІаІьІс)з.
З люб�язного дозволу Дмитра Мавла, пропоную читачеві його

статтю, опубліковану в журналі «Математика в школі» (2004. �

№3).

264



Дмитро МАВЛО

КРАСИВІ ВЛАСТИВОСТІЧУДОВИХ ТІЛ

Любіть красу, вона тінь Бога у Всесвіті

Габріела Містраль
1

Будемо стверджувати, що об�єкт має адитивну властивість
(АС), якщо одна величина Qp що характеризує об�єкт, дорівнює
сумі двох інших подібних характеристик Q2 і Q3 (Qr

= Q2 + Q3).
У випадках, коли Q1 є довжиною деякого відрізка, відповідна
АС будет називатися лінійною адитивною властивістю (ЛАС);
коли Q1 є кутом або дугою (виміряними в градусах або радіанах),
будемо казати, що геометричний об�єкт має кутову адитивну
властивість (УАС). Наступні дві теореми мають переконати

читачів, що адитивна властивість є дуже цікавим геометричним

феноменом, вартим розгляду і подальшого вивчення.

НехайABC � трикутник зі сторонами а, Ь, с і кутами α, β, γ у

звичному порядку та радіусом описаного кола R. Під |х|
розуміємо абсолютную величину х, а під |M7V| � довжину

відрізка MN. Решта позначень зрозуміла з малюнків 1-4, деАо,
BQ, Со � середини сторін ВС, СА ІАВ відповідно; ИА, Нв, Нс

�

основи висотАНа, ВНв і СНс трикутникаАВС; О9 � центр кола

,
R .

,

дев яти точок, ?9 = радіус кола дев яти точок; φΛ, φβ, (рс
�

центральні кути, що спираються на дуги, агсА0Нл, агсВ0Нв,
агсС0Нс (рис. 1) відповідно; WA, WB, Wc

� основи бісектрис

AWa, BWb, CWcкутів трикутника.

Першийнаш геометричний об�єкт (класичний) � коло дев'яти

точок Ω9 трикутникаABC (рис. 1). У 22 (двадцяти двох!) теоремах
і 49 (сорока девяти?!) вправах найширшого джерела посилань на
евклідову геометрію коло Ωθ з�являється як «основний герой».

Досить почесне місце воно також займає в більш сучасних, але

менш широких геометричних курсах. Але ніде не можна знайти

сліду нашої чудової теореми.

1
Містраль (Mistral) Габріела (1889-1957) � чилійська поетеса.
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Теорема 1. Дуги кола дев�яти точок Ωθ, вирізані з нього

сторонами гострокутного трикутника ABC (рис. 1), мають

адитивну властивість: одна з них дорівнює сумі двох інших.

� Доведення. З означення Ω9 та добре відомих
тригонометричних тотожностей маємо (рис. 2):

2Ra

|sin2 β - sin2 γ|
sina

= |βίη(β - γ)|. (1)

З рівності (1) і двох аналогічних формул для sin� і sin�
2 2

випливає, що

φΑ
= 2|β-γ|, φβ

= 2|γ-α|, φβ
= 2|α-β|. (2)

Без втрати загальності можемо припустити, що

a > fr > с <=> α, > β > γ. (3)

Із рівностей (2) і (3) тепер випливає, що

<ΡΛ
= 2(β-γ), φβ

= 2(α-γ), φβ
= 2(α-β). (4)

Додаючи ці рівності почленно, отримаємо шукану рівність:

φβ
=

φΑ + φ0 <=> sltcBqHb = агсА0Нл + arcCQHc. (5)

Як і більшість хороших доведень, наше доведення дало

більше, ніж ми від нього бажали. Дійсно, на основі рівностей

(2)-(5) можна зробити висновок, яка саме дуга дорівнює сумі
двох інших: це дуга, вирізана з Ω9 проміжною стороною

(стороною Ь в наших позначеннях) трикутникаАВС.·

Нашим другим геометричним об�єктом є некласичний � коло

ΩΗΛ (з радіусом rw і центром О^), що проходить через основи ЖА,
ΤΚβ, WQ бісектрис внутрішніх кутів довільного трикутникаАВС
(рис. 3). Сторони трикутника перетинають це коло знову в

точках Na, Nb, Nc (рис. З і 4).
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Введемо деякі додаткові позначення відрізків, що

застосовуються в подальших міркуваннях:

da = DB = Iwbnb\� Dc = І^СІ>
ХА

=

� ХВ
=

� ХС
=

*

Наступна теорема також не є широко відомою і добре
доповнює попередню (або конкурує з нею).

Теорема 2. Хорди, утворені в результаті перетину кола зі

сторонами даного трикутника ЛВС, мають таку лінійну
адитивну властивість: одна з них дорівнює сумі двох інших.

Не дивно, що маючи справу з некласичним об�єктом, нам

необхідна деяка додаткова підтримка, скажімо, таких двох лем.

Лемма 1. У вище наведених позначеннях

9 а Ь с
1 1

Ь + с с + а а + Ь

2 2
.

са

ХВ � 7ІУ +Ύ

(6)

Ь + с с + а а + Ь
(7)

а

2 о аЬ

хс = rw +�

_Ь + с с + а а + Ь_

Доведення. Добре відомо, що відрізки, на які сторона

трикутника ділиться відповідною бісектрисою, пропорційні

прилеглим сторонам трикутника. Тому

ІМ^.
аЬ

М = |М = ^. (9)

Розглядаючи трикутники AOWB, BOWC, COWA і

використовуючи теорему Стюарта,2 а також рівність (9), отримаємо

лінійну (відносно хА2, хв2, хс2) систему таких трьох рівностей:

abc2

a + b'

bca2

~b + c'

cab2

c + a'

ахд + Ьхв = (а + Ь)г^ +

+ cxq = (b + c)r^ + -

(10)

(11)

(12)cxq + ax2A = (c + a)rw +

2
Для зручності читача наприкінці статті наведено формулювання

теореми Стюарта.
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розв�язок якої (6)-(8) можна легко отримати за допомогою

одного із стандартних методів.

Лема 2. Нехай

Р = а + Ь + с,Я = abc, К = [2(α + Ъ)(Ъ + с)(с + α)]"1,
тоді

ΔΛ = K\b - c\(P3 - 2aP2 - Π), (13)

ΔΒ
= K\c - a\(P3 - 2bP2 - Π), (14)

Ac
= K\a - b\(P3 - 2cP2 - Π). (15)

Доведення. Для того щоб виразити, наприклад, ΔΛ в

термінах а, Ь, с, необхідно розглянути трикутники OwB(WA)C
і OwB(Na)C на рис. 4 і застосувати теорему Стюарта двічі:

Розв�язуючи рівняння (17) відносно ΔΑ і використовуючи (16),
отримаємо:

а Ь + с

Перший доданок в рівності (18) можно легко перетворити в

такий вираз:

хс~хв
=

(Ь - с) ί Q
+

(Ь + с)Р 1 х θ.
а 2 \b + c (c + a)(a + b}\

( }

Підставляючи (19) в (18) і роблячи деякі очевидні спрощення,

отримуємо майже остаточний результат:

ΔΛ = K(b - с)(Р3 - 2аР2 - Я). (20)
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«Майже» � тому що формула (20) була отримана при
мовчазному припущенні, що точка ΝΑ лежить між точками WA
і В, що еквівалентне тому факту, що Ь> с. Якщо виявляється,

що точка Na лежить між точками С и WA, що відповідає

припущенню, що Ъ < с, тоді точно такі самі обчислення (16)�(19)

приводять до формули:

ΔΛ = К(с - Ь)(Р3 - 2аР2 - П). (21)
Остаточний результат (13) покрьіває обидва ці випадки ((20)

і (21)). Тепер, будучи повністю озброєними лемами 1 і 2, можемо

завершити доведення теоремы 2 абсолютно аналогічно до того,

як було завершено доведення теореми 1. Як і раніше,
припускаємо (без втрати загальності), що нерівності (3) мають місце,
тобто

(22)

(23)

(24)

Δα
= К(Ъ - с)(Р3 - 2аР2 - Я),

-Δβ
= К(с - а)(Р3 - 2ЬР2 - Я),

Δο
= К(а - Ь)(Р3 - 2сР2 - Я).

Додаючи ці рівності почленно, отримуємо нарешті шукану
рівність

ΔΑ
-

Δβ + Δο = 0 О Δβ &А і* 4#*
Як і раніше, представлене доведення дало більше, ніж

вимагалося: його приємним побічним продуктом є те, що можна

завжди зробити висновок, яка з хорд, що входить до суми, є

сумою інших двох (та, що утворена перетином кола з

проміжною стороною трикутникаABC). ·

«Не знаю, чим я можу здаватися світу, але сам себе я відчуваю
тільки хлопчиком, що грається наморському березі і

розважається тим, що час від часу відшукує камінець цікавіший, ніж

завжди, або красиву мушлю, в той час як великий океан істини

простягається переді мною недослідженим» (Ісаак Ньютон).
Запитання. Чи можете ви, за словами Ньютона, зібрати деяку

гальку з адитивними властивостями на морському березі
класичної геометрії, в той час як великий океан істини лежить

недослідженим перед вами!

Доповнення перекладача.
Теорема Стюарта. Розглянемо на

основі ВС трикутникаABC точкуX (рис.

5). Нехай

Р4Х| = р, \ВХ\ = т, \СХІ = п.

Тоді а(р2 + тп) = Ь2т + с2п.
Читачі України чекають від

Д. П. Мавла нових відкриттів.
Успіхів. З любов�ю, І. Кушнір.
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Глава 56

ДРАМА І КОМЕДІЯ ОДНІЄЇ РІВНОПОДІЛЬНОЇ

Задачі про поділ навпіл площі трикутника вже, мабуть, понад
дві тисячі років. Задача, про яку мова піде далі, прийшла до

школи в шістдесятих роках минулого століття. Тоді нею

«різали» на вступних іспитах ще не навчених репетиторами

абітурієнтів Київського політехнічного інституту (КПІ):

І Через точку на стороні трикутника провести пряму так, щоб
вона ділила площу трикутника навпіл.

Звернувши увагу на цю задачу, я простежив її історію.
Звісно, ще до КПІ її можна було знайти в задачниках

дореволюційного періоду:
«Разделить треугольник ABC на две равномерный части

прямою, исходящею из точки М, данной на одной стороне
треугольника» («Собрание геометрических теорем и задачъ».

Составил Е. Пржевальській, издание седьмое, Москва, 1901 г.).
У радянську шкільну математику вона прийшла разом з

«Геометрією» А. П. Кисельова.
Задачу розв�язували різними способами (за допомогою

трапеції, за допомогою алгебри), але чомусь не виникало

питання, як розв�язати цю задачу, якщо точка буде всередині
або поза трикутником. А це було б так природно:

поділити прямою площу трикутника навпіл.
Або ж використовуючи термінологію нашої книги:

у трикутнику провести рівноподільну!
Якось у журналі «Математика в школі» серед авторських

задач було запропоновано провести пряму, якщо точка М поза

трикутником, але... розв�язання за допомогою гомотетії було

неправильним (!).

Підкралася зрадлива думка: «А якщо це взагалі

неможливо?»

Допоміг «Сборник геометрических задач на построение»

І. Александрова (М.: Учпедгиз, 1950). У ньому розглядалося

розв�язання задачі:

Через дану точку D провести пряму, яка відтинає від даного
кута &АВС даної площі (�De sectione spatu� Аполлонія).
Але запропоноване геометричне розв�язання цієї задачі не

задовольнило. Спробував застосувати перевірений спосіб:

алгебра (!) (див. с. 243).
Сьогодні у нас свято! Нарешті знайдено розв�язання, простота

якого викликає здивування: «Куди дивилася наші очі? Сміх та

й годі!».
Хоча... переконайтеся самі.
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Точка М всередині трикутника

Нехай UV� шукана рівноподільна, якій належить точка М,

di і с?2 � перпендикуляри, опущені з точки М на сторони АС і

ВС (рис. 56.1).
Нехай CU = х; CV = у. Складемо перше рівняння:

2(d1x + d2y) = aha.
Складемо друге рівняння: 2ху = ab. Отже,

2d±x2 -

ahax + abd2 = 0.

ТочкаМ поза трикутником

Маємо (рис. 56.2): �тА* = ~7а ha> або
Δ Δ

2(dzy
-

d^x) = aha.
А також 2ху � ab. Отже, 2d1x2 + ahax

-

abd2 = 0.

Задачу розв�язано, і тепер її можна сформулювати так: через

дану точку провести рівноподільну даного трикутника.
Насолоджуйтесь!

Глава 57

ПРО ОДИН ЧУДОВИЙ ТРИКУТНИК І НЕРІВНІСТЬ

РУДОЛЬФАУШАКОВА1

Позначимо Kv К2, К3 � точки дотику кола, вписаного в

трикутникABC (рис. 57.1).

У трикутника КгК2К3 є деякі чудові властивості.

Властивість 1. Трикутник ТУ1Ж2ТУ3 гомотетичной трикут-

В
нику КгК2К3 з коефіцієнтом гомотетії �.

1 Р. П. Ушаков � відомий український математик і педагог.
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Рис. 57.1

�Доведення. Проведемо через ТОЧКИ W1, W2, W3 дотичні до
кола, описаного навколо трикутникаABC (рис. 57.2), отримаємо
трикутник А'В'С', гомотетичний трикутнику ABC, а образом
трикутника К±К2К3 буде трикутник Оскільки коло,

описане навколо трикутникаABC, буде вписаним у трикутник

R
А'В'С', то коефіцієнт гомотетії & = �.

·

г

Властивість 2. Пряма 01 є прямою Ейлера трикутника

�Доведення. Оскільки інцентр І є ортоцентром трикутника

W'1W2W3, то пряма 01 є прямою Ейлера цього трикутника,

гомотетичного трикутнику К±К2К3, отже, цій прямій належить
точка І � образ точки О. ·

Властивість 3. Площу SK трикутника К±К2К3 можна

обчислити за формулою:
рг

2R

�Доведення. Оскільки 5Жі1у9ІУз = /?· � , а К =
�,

то

R

ЗВІДКИ

2 R2 2R

Властивість 4. Площу S трикутника ABC можна обчислити

за формулою

S = 2^SW � SK (Sw = <5,уіЖ2,уз)
Чр pr2 - S2
2 2R 4

�

S = 2jSw · SK. 8

A rr α с Яр pr� - S"
�Доведення. sw SK =� ^� =�
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Нерівність Рудольфа Ушакова

Sk-Sl>
де SL � площа трикутника, вершини якого збігаються з

основами бісектрис кутів трикутникаАВС (бісектральний трикутник

Доведення. Оскільки SL =

2Sabc

2Sabc
sK =

pr

(α + b)(b + c)(a + c)
Λ

2R
TO

потрібно довести, що
pr

(a + b)(b + c)(a + c) 2R

_ abc . ~

Враховуючи, що R = 1S = rp, маємо
4B

SRS r

(a + b)(b + c)(a + c) 2R

Оскільки (a + b)(b + c)(a + c) < ί 2^a + & +

j , то достатньо

довести, що

8BB-27 27R S

8·8ρ3 2B� 8p3 2R

sin A + sin В + sin C <

>�, 27R2>4p2,&6o

Доведемо цю нерівність. Відомо, що

. А
.
В

. С 1
sm�sm�sm� < �.

2 2 2 8

Доведемо спочатку, що

АВС 13
cos А + cosB + cosC = 1 + 4sin�sin�sin� < 1 + 4 � = �.

2 2 2 8 2

Далі доведемо, що

в V К
cos�cos�cos� < � V3.

2 2 2 8

Маємо:

cos
А В C [
� cos� cos� =

л
�

2 2 2 V

(1 + cos A)(l + cos B)(l + cos C)
8

1(3 + cos A + cos В зУз
8'8
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Тепер доведемо, що у трикутникаАВС

sin А + sinB + sinC < �л/з.
2

Маємо

0 у .

у
.

sin А + sinB + sinC = 4cos�cos�cos� <4 V3 = � V3.
2 2 2 8 2

А В
'

2

Нерівність SK < SL доведено

Глава 58

ВЛАСТИВОСТІ ВІДСТАНЕЙ ВІД ДОВІЛЬНОЇТОЧКИКОЛА
ДОВЕРШИНВПИСАНОГОКВАДРАТАЙ ВПИСАНОГО

ТРИКУТНИКА

Існує досить багато цікавих властивостей фіксованих точок

кола: точки W., точки, симетричної до ортоцентру трикутника

відносно його сторони, точки, діаметрально протилежної до

вершини трикутника тощо. Коло
� настільки своєрідна

геометрична фігура, що навіть у його довільної точки є цікаві
властивості.

Розглянемо довільну точку X кола і рівносторонній
трикутник ABC, вписаний у це коло (рис. 58.1).

Властивість 1. ХА = ХВ + ХС.

�Доведення. Перший спосіб. Нехай ABC (рис. 58.1)
рівносторонній трикутник, X� довільна точка кола. Відкладемо
на відрізку AX� відрізок AD, що дорівнює ВХ. Трикутники ВХС
iADC рівні (ВХ =AD, ВС = АС, /ХВС = ZDAC).

Отже, DC = ХС. Оскільки /DXC = ZABC = 60°, то трикутник

DXC � рівносторонній і ХС = DX, отже,

XA=AD + DX = XB + XC.

(Зазначимо, що, відклавши відрізокAD на відрізкуАХ, задачу

можна розв�язати за допомогою повороту.)
Другий спосіб. Нехай О � центр кола, R � його радіус

(рис. 58.2). Позначимо ZXOB = а. Тоді /АОХ = 120° + а, /ХОС
= 120° - а. Із трикутників АОХ, BOX, ХОС:

ХА = 2Д8Іп^6О° + -0 XB = 2/?sin-|; ХС = 2J?sin^60°
ХВ + ХС = 2R sm-- + sinf 60° - - I = 2R sinf 60° + � I = XA
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Третій спосіб. Застосуємо теорему Птолемея до

чотирикутника АВХС:

АХ · ВС =АС · ВХ +АВ · ХС, або ХА = ХВ + ХС.·

Властивість 2. Сума квадратів відстаней від довільної точки

кола до вершин правильного вписаного трикутника стала і не

залежить від розташування точки на колі.

�Доведення. Перший спосіб. ХА =

tv ХВ
= ί2, ХС

=

t3.
Із ΔΧΒΟ (рис. 58.2) за теоремою косинусів:

а2 = t22 + t32- 2i2i3cosl20°, або а2 = t22 + t32 + t2t3.
За властивістю 1 маємо:

t2 + + Ч2 = Ч2 +12 + (*2 + ^з)2 =

= + ^3 + ^2^3 ^2 + ^3 ^2^3
~ &2 &2 = 2g2.

Другий спосіб. Враховуючи властивість 1 (другий спосіб),
маємо:

ХА2 + ХВ2 + ХС2 = 4fl2^sin2^60o + + sin2 ~ + sin2^60° - =

_ ^2
1 � cosa +1 - cos(l20° + α) +1 - cos(l20°_-^a) _

2
-

= 4R2^-C°Sa + COSa=6R2 = 2a2.
2

Третій спосіб (доведення за допомогою векторів). Можна
показати (див. Кушнир И. А. Координатный и векторный методы
решения задач. � К.: Астарта, 1996. � С. 339-340), що для

довільного трикутникаАВС

S(x) = ХА2 + ХВ2 + ХС2 = 6R2 + 2X0 · ОН

(О � центр описаного кола, Н � ортоцентр трикутникаАВС).
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Оскільки в рівносторонньому трикутнику ОН = 0, тоВ(х) = 6В2,
що доводить твердження задачі. ·

Розглянемо довільну точку X кола, вписаного в

рівносторонній трикутник.
Властивість 3. Коло вписано в рівносторонній трикутникABC,

точка X � довільна точка кола. Сума квадратів відстаней від
точки X до вершин трикутникаABC � величина стала.

�Доведення. Перший спосіб. Нехай І � центр кола

(рис. 58.3), L,K, М � точки дотику зі сторонами трикутника,
г � радіус кола. Квадрат довжини відрізка АХ знайдемо з

трикутникаАКХ за теоремою косинусів, враховуючи, що

КХ = 2rsina; АК = гд/з, де a
= /АКХ,

Отже, ХА2 = (rjsf + (2r sin ОС - 4л/3г2 sin a cos а. Отже,

ХА2 = г2 (δ + 4 sin2 a - 2л/з sin 2a).
ХС2 знайдемо з трикутника LXC. Оскільки AXLC = 120° - a,

a LX = 2rsin(120° - a) (із ΔΧ/L), то

ХС2 = 4r2 · sin2 (l20° - a)+ 3r2 - 4rsin(l20° - a) · Гл/з cos(l20° - a) =
= r2 (з + 4sin2 (l20° - a) - 4-Уз sin(l20° - a)· cos(l20° - a)).
Квадрат довжини відрізкаХВ знайдемо із трикутника XLB:

ХВ2 = Зг2 + 4г2 · sin2 (120° - a) - 2 � гТз · 2г sin (і 20° - a)cos(60° + a),
або

ХВ2 = г2 (3 + 4 sin2 (120° - a) - 47з sin(l 20° - a) · cos (60° + a)).

Отже,

ХА2 + ХВ2 + XC2 = r2 (θ + 4 (sin2 a + sin2 (l20° - a) + sin2 (l20° - a))-
- 4л/з (sin a cos a + sin (l20° - a)cos (60° + a)+ sin (l20° - a)cos (l20° - a)) =

= r2(9 + 4(sin2 a + 2(^-cosa + � sina)2) - 4-Уз (� sin 2a + і (sin 180° +
2 2 2 2

+ sin (60° - 2a)) + � sin (240° - 2a))) = r2 (9 + 4(sin2 a + � cos2 a + � sin2 a +

2 2 2

д/з^ і д/з"
+ д/з sin a cos a) - 2д/з (sin 2a + cos 2a sin 2a cos 2a +

2 2 2

+ � sin 2a)) = r2 (9 + 6 + 4д/з sin a cos a - 2д/з sin 2a) = 15 r2,
2

Другий спосіб. Скористаємося прямокутною системою

координат у просторі (рис. 58.4).
Нехай вершини трикутникаАВС мають координати А(1; 0; 0);

В(0; 1; 0); С(0; 0; 1) і Х(х; у; ζ) (X � довільна точка кола). Коло,

276



X

вписане в трикутник ABC, є лінією перетину сфери х2 + у2 +
+ Z2 = Сх І ПЛОЩИНИ X + у + 2 = с2.

Відповідно,
ХА2 + ХВ2 + ХС2 = (х - І)2 + у2 + ζ2 + X2 +

+ (у - І)2 + z2 + x2 + y2 + (z- І)2 = Зсх
- 2с2 + 3 �

величина стала. ·

Далі розглянемо властивості точки кола, вписаної в квадрат
або описаної навколо квадрата.

Властивість 4. Навколо квадрата описано коло. Сума
квадратів відстаней від точки кола до вершин квадрата не залежить

від вибору цієї точки. Знайти цю суму.

�Доведення. Перший спосіб (рис. 58.5). Позначимо
ZAOX � а. Маємо:

ХА2 + ХВ2 +ХС2 +XD2 = 2В2(1 - cosa) + 2R2(1 - cos(90� - a)) +
+ 2R2(1 - cos(180° - a)) + 2B2(1 - cos(90° + a)) =
= 2B2(4 - cosa

- sina + cosa + sina) = 8B2.

Другий спосіб. Оскільки /АХС = 90°, то з трикутника ΑΧΌ

ΑΧ2 +ХС2 =АС2. Аналогічно ВХ2 +XD2 = BD2. Додамо ці рівності
й отримаємо л-

АХ2 + ВХ2 + ХС2 + ХВ2 =

=АС2 + ВВ2 = 4а2.·
Властивість 5 (сума четвертих степе¬

нів відстаней). КвадратABCD вписано в

коло. Сумачетвертих степенів відстаней
від точки X кола до вершин квадратів
стала.

�Доведення. Маємо

ХА2 = 2R2 - 2B2cosa;
ХВ2 = 2R2 - 2B2cos(90° - a);
ХС2 = 2R2 - 2B2cos(180° - a);
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XD2 = 2R2 - 27?2cos(90° + a).
Піднесемо обидві частини рівносі до квадрату, додамо нові

рівності й отримаємо
ХА4 + ХВ4 + ХС4 + XD4 = 4J?4(( 1 - 2coscc + cos2a) + (1 - 2sincc +

+ sin2a) + (1 + 2cosa + cos2a) + (1 + 2sina + sin2a)) = 24R4. ·

Розглянемо коло, вписане в квадрат.

Властивість 6. Сума квадратів відстаней від точки X кола до

вершин описаного квадрата стала.

�Доведення. Перший спосіб. За теоремою косинусів із

трикутникаАХО (рис. 58.6):

ХА2 = Зг2 - 2-\/2г2 cos a

(г � радіус кола, a = /АОХ). Аналогічно:

ХВ2 = Зг2 - 24іг2 cos(90° - a);

ХС2 = Зг2 - 242г2 cos(180° - a);

XD2 = Зг2 - 242г2 cos(90° + a).

ХА? + XE? +XC2 + XE? = г2(12 -2>/2(cosa + sina -cosa -sina) = 12r2.

Другий спосіб (застосування векторів). Нехай О � центр

квадрата.

ХВ = ОБ - ОХ, ХС = ОС - OX, XD = OD - ОХ, ХА = ОА - ОХ.

ХВ2 + ХС2 + XD2 + ХА2 = ОВ2 + ОС2 + OD2 + ОА2 + 4ОХ2 -

Ґа442
2

k у

- 2ОХ(ОВ + OC + OD + ОА) = 40В2 + 4ОХ2 = 4 + 4г2 = 3а2.

Третій спосіб (застосування векторів). Маємо (рис. 58.7):

АВ = ХВ - ХА, ВС = ХС - XB,CD = XD - ХС, DA = ХА - XD.

Далі

АВ? + ВС2 + CD2 + DA2 =4а2 =2 (хВ2 + ХА2 + ХС2 + XD2)-
- 2 (хВ · ХА + ХС · ХВ + XD � ХС + ХА · ХВ>),

звідки
ХВ2 + ХС2 + ХС2 + XD2 = 2а2 + ХВ (ХА + ХС) + ХВ(ХС + ХА) =

= 2а2 + (ХО + ОВ + ХО + OD)(XO + ОС + ХО + ОА) =

= 2а2 + 4X0 · ХО = 2а2 + 4г2 = 2а2 + а2 = За2,
що й потрібно було довести.

·

Властивість 7 (сума квадратів добутків). Якщо коло вписане в

квадратABCD, то ХА2 · ХС2 + ХВ2 · XD2 = 10г4.
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А В

Рис. 58.7

�Доведення. Маємо

ХА2 � ХС2 + ХВ2 � XD2 = (Зг2 - 2yf2r2 cos а)(3г2 + 2^2r2 cos а) +

+ (Зг2 - 2д/2г2 sin а)(3г2 + 2y{2r2 sin а) = (9г4 - 8г4 cos2 а) +

+ (9г4 - 8г4 sin2 а) = 18г4 - 8г4 (sin2 а + cos2 а) = 10г4,

що й потрібно було довести.·

Глава 59

АРАМТУМАНЯН ПЕРЕМІГ АНГЛІЙЦІВ

Ця задача з�явилася на Олімпіаді в Англії у 1983 році

(див. «Зарубежные математические олимпиады», М.: Наука,

1987). Ось її умова:
Нехай О � центр кола, описаного навколо трикутникаАВС,
D � середина сторони АВ, а Е � точка перетину медіан
трикутникаАСР. Довести, що якщоАВ =АС, то ОЕ ± CD.

Задача заінтригувала неймовірно простою умовою. Навіть не

знаю, що може бути простіше, хіба що задача задача Штейнера-
Лемуса.

Судячи з розв�язання, ні англійці, ні жюрі, ні учасники

олімпіади не знайшли розв�язання за допомогою теорем

класичної геометрії. Тому було запропоновано розв�язання за

допомогою векторів.
* Із співвідношень (рис. 59.1):

ОЕ = - (ос + ОА + OD} = -(ОС + -ОА + -ОВ
З 3 2 2 J

cd = -^a + cb)=-(oa + ob-2Oc),2 2
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оскількиАВ =АС, то ОА ± ВС , отримуємо

12OECD = (2ОС + ЗОА + ОВ)-[ОА + ОВ-2ОС) =

= з(оа) + (оВ? - 4(ос)2 + 4ОА · ОВ - 4ОС · ОА =

= 3R2 + R2 - 4R2 + 4QA · (оВ -Ос)= 4ОА -СВ = 0,

де R = ОА = ОВ = ОС � радіус кола, описаного навколо

трикутникаАВС; отже, OE ± CD. ·

Я запропонував розв�язати цю задачу учневі 11 класу

Українського фізико-математичного ліцею при університеті
ім. Т. Шевченка Араму Туманяну, який відзначився
блискучими результатами на Математичних олімпіадах найвищих

рівнів. Його любов до геометрії добре мені відома.
Феноменальне розв�язання, яке він запропонував (на це йому потрібно
було не більше двадцяти хвилин) пропонується увазі читача.

�Проведемо середню лінію М2М3 (рис. 59.2). Через точку М3
проведемо пряму Z, паралельну до відрізка GO (G � центроїд
трикутника АСМ3). Через точки М2 і О проведемо пряму, яка

перетинатиме пряму І в точці К. Доведемо, що ВК ± ВС.

Проведемо медіану ВМ2, з�єднаємо центроїд М трикутника
ABC з точкою О. Доведемо, що ВК || МО. Дійсно,

M2G: GM3 = 1:2.

Оскільки GO IIМ3К, то М2О : ОК = M2G : GM3 =1:2.

Отже, М2О : OK =1:2. Очевидно, що М2М : MB = 1:2.

Порівнюючи ці рівності, отримаємо М2О : OK = М2М: MB, а це

означає, що ВК || МО. Оскільки відрізок МО належить висоті

AHV то ВК ± ВС. Відрізок ОМ2 перпендикулярний до відрізка
АС, отже, ЛСМ2К = ЛСВК = 90°, відповідно, точки В, К, С, М2
належать колу з діаметром СК. Цьому колу належать і точки В,
С, М2, М3 (рівнобедрена трапеція), отже, ЛСМ3К = 90°,

відповідно, М3К ± СМ3, а оскільки GO || М3К, то GO ± СМ3. ·
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Глава 66

ОБЕРНЕНІ ТЕОРЕМИ
ПРЯМОКУТНОГОТРИКУТНИКА

Нескінченна кількість співвідношень у прямокутному

трикутнику не перестає дивувати. Цього разу ми розглянемо

обернені теореми (задачі), багато з яких хоч і достатньо відомі,

проте дуже цікаві. Зазначимо, що доведення для учнів можуть

бути складними. Обернені теореми будемо розглядати як задачі

для нетупокутних трикутників.
І Задача 1 (обернена теорема Піфагра). Якщо в трикутникуABC
� с2 = а2 + Ь2, то трикутникABC � прямокутний.
�існує доведення що базується на теоремі про квадрат сторони

трикутника, що лежить навпроти гострого (тупого) кута.

Якщо припустити, що третя сторона лежить навпроти тупого

(гострого) кута, то її квадрат має бути меньшим (більшим) за суму

квадратів двох інших сторін, що суперечить умові.
За допомогою теореми косинусів:

с2 = а2 + Ь2 - 2afecosC.

Оскільки с2 = а2 + Ь2, то 2afecosC = 0, або ZC = 90°.

Спосіб, який базується на рівності трикутників. Нехай

сторони трикутникаАВС перебувають у співвідношені:
а2 + Ь2 = с2.

Доведемо, що цей трикутник прямокутний. Побудуємо
прямокутний трикутник А1В1С1 за двома катетами а і fe. Нехай

сг
� його гіпотенуза. Тоді

а2 + Ь2 = с12 = с2.

Отримуємо с±
= с. Отже, ZABC = АА1В1С1 і ZC = 90°. ·

1
Задача 2. Якщо h2 = тп, то ZC = 90°.

�
Доведення. Перший спосіб. Оскільки h2 = тп, то � =

�,

т h

а це означає, що трикутник СНВ (рис. 60.1) подібний до

трикутникаАНС, отже,

ZHCA = /НВС = а, /НАС
= /НСВ = β.

Маємо

а + b + (а + Ь) = 180°,

або а + а = 90°, тобто ZC = 90°.

Другий спосіб. Маємо

h = ntgA; h = mtgB; h2 = mntgAtgB,
tgAtgB = 1; tgA = ctgB,

отже, A + В = 90°, відповідно
ZC = 90°. ·
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І Задача 3. Якщо а - Jem, то ZC = 90°. Довести.

�Доводиться аналогічно до попередньої задачі. ·

Задача 4. Якщо тс = �с, то ZC = 90°. Довести.

�Д оведення. Нехай ZM3CA = а (рис. 60.2). Тоді Z£M3C
= 2а,

a ZBCM3 = 90° - а, ZC = 90°. ·

Задачу можна довести ще декількома способами, наприклад,

«подвоївши» медіану.

І Задача 5. Якщо г = р
-

с, то ZC
= 90°. Довести.

�Д оведення. Нехай коло з центром І вписано в трикутник
АВС (рис. 60.3). Оскільки СК2 =р

-

с, і за умовою ІК2 = г =р- с,

отже, ZICK2 = 45°, відповідно, ZC = 90°. ·

I Задача 6. Якщо г =
а + ^�то ZC = 90°. Довести.

2

�Д оведення виходить із задачі 5. ·

І
Задача 7. Якщо площі прямокутних трикутників
співвідносяться як квадрати їхніх катетів, то ці трикутники подібні.
Довести.
�Доведення. Нехай а± і а2

� катети двох прямокутних

трикутників. Sx і S2
� їхні площі. За умовою

Нехай Ьг і Ь2 � також катети прямокутних трикутників, які

ми розглядаємо. Маємо £Δ. = £ι або � =
�, отже, ці

а2^2 α>2 ^2 а2

трикутники подібні. ·

І
Задача 8. Якщо квадрати гіпотенуз двох прямокутних

трикутників співвідносяться як площі цих трикутників, то

вони подібні. Довести.

�Доведення. Нехай і S2 � площі прямокутникх

трикутників з гострими кутами і а2, і с2
� їхні гіпотенузи.

Маємо
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Sj_ = _c^sin2a1_ =
cx2 a6o 8Іп2ах

= χ

c% sin 2a2 c22 sin 2a2

отже, ax
=

a2, або ax
= 90° - a2, що доводить твердження задачі. ·

Задача 9. Нехай ra, гь, гс
� радіуси зовнівписаних кіл, що

дотикаються відповідно до сторін а, Ь і с трикутника ABC.

Якщо виконується одна з умов:

1) га=р-Ь;
2) гь=р-а;
S)rc=p,
то трикутникABC � прямокутний. Довести.

�Доведення. 1) Нехай зовнівписане коло дотикається до

сторони ВС трикутникаАВС (рис. 60.4). Нехай Тг і Т2 � точки

дотику цього кола зі стороною ВС і продовженням сторони АС.

Оскільки СТ2 =р-Ь = га (за умовою), то чотирикутник СТ1ІаТ2 �

квадрат, а отже, /АСВ = 90°. Пункти 2) і 3) доводяться

аналогічно. ·

Проведемо висоту СН3

ІЗадачаІО.
Нехай rv r2, г� радіуси кіл, вписаних у трикутник

АСН3, ВСН3 і ABC. Довести, що якщо + r2 + r = hc, то

/С = 90°.

�Доведення. Нехай р± і р2
� півпериметри трикутників

АСН3 і ВСН3 (рис. 60.5). Оскільки ці трикутники прямокутні,
то маємо

p1-b+p2-a + r = hc,
або

hr + m + b h,. + п + а
� + � a-b + r = hr,

2 2

або г =

~

, отже, /С
= 90°. ·

2

Задача 11. Довести, що якщо R±2 + R22 = R2, то /С = 90°, де

R, Rt і R2 � радіуси описаних навколо трикутниківABC,АСН3
ІВСН3 кіл.



�Доведення. Маємо або

sin2A + sin2B = 1, або sin2A = cos2B = sin2(90° - В).
Отже, ZA = 90° - ZB (А і В � гострі кути), відповідно,

ZC = 90°. ·

І
Задача 12. Довести, що якщо h±2 + h22 = h2, то ZC = 90°

(h± і h2 � висоти трикутниківАН3С і ВН3С).
�Доведення . Перший спосіб. Нехай H3F = hv Н3Е = h2

(рис. 60.6).ІзАСВЯ3:
СЕ2 = h2 - h2 = h2 + h2 - h2 = h2,

отже, CE = /г1, тобто чотирикутник CFH3E
-

прямокутник
і ZC = 90°.

Другий спосіб. Нехай /ЛСН3 = a, ZBCH3 = β. Тоді = ftcsincc;
h2 = Λ^ίηβ. Враховуючи умову, маємо

cos2ct + cos2p = 1,
тоді sin2a + sin2p = 1, звідки a + β = 90°. Відповідно, ZC = 90°. ·

І
Задача 13. Довести, що якщо τηχ2 + ζη22 = т2, то ZC = 90° (τηχ
і т2

� медіани трикутників АСН3 і ВСН3, проведені
з вершини Н3).
�Д оведення. Перший спосіб. Очевидно, що

Але за формулою медіани 4тпс2 = 2(а2 + Ь2) - с2. Маємо
а2 + Ь2 = 2а2 + 2Ь2 - с2, або а2 + Ь2 = с2,

а це означає, що ZC = 90°.

Другий спосіб. Нехай Μν М2, М3 � середини сторін
трикутникаАВС (рис. 60.7). Оскільки

ζηχ = � АС, то M3Mr = �АС = τηγ.
2 2

Аналогічно М3М2 =

zn2. За умовою

т2 + т2��= тс^

відповідно, М3М12 + М3М22 = СМ32, і трикутник СМ3М2 �
прямокутний (СМ2

= отже, чотирикутник М3М1СМ2 �
прямокутник, і ZC = 90°. ·
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Задача 14 (другі медіани). Якщо

(τη/)2 + (τη/)2 = τηα2, το ZC = 90°, де

7П1/ і тп2' � медіани трикутників

АН3С і ВН3С, проведені з вершинА

і С. Довести.

�Доведення. Нехай AD і СЕ �

медіани тп1/ і тп2' (рис. 60.8). Маємо

CE2^-AD2=AM12. (1)
Позначимо АН3

= п; ВН3 = ш. Тоді з (1), скориставшись

формулою медіани, отримаємо

2(а2 + Лс2) - тп2 + 2(&2 + п2) - h2 = 2(с2 + і>2) - а2. (2)
Після спрощень: За2 - 2с2 + h2 - тп2 + 2гі2 = 0. За теоремою

Піфагора із трикутників ВН3С ІАН3С:
За2 - 2с2 + h2 - (а2 - h2) + 2(fc2 - h2) = 0,

або а2 + Ь2 = с2, тобто ZC = 90°. ·

І Задача 15. Довести, що якщо -Д· = -Д- + -Д-, то ZC = 90°.

hc2 а2 Ь2

�Доведення. Задану рівність перепишемо так:

a2b2 = (а2 + b2)h2,

або �Ц.1..^ , звідки sin2A + sin2B = 1, або sin2A =
sin2 С с2

= cos2B, а це означає, що ZC = 90°. ·

Проблемно: якщо І^2 +122 = І2, то ZC = 90° (Ζχ і 12 � бісектриси
прямих кутів трикутників АН3С і ВН3С). Довести або

спростувати.

Глава 61

ДУЕЛЬНА М�ЯСОРУБКАХ, АБО ЧИЙ СПОСІБ КРАЩИЙ

У січні 2005 року в газеті «Математика» було опубліковано
« Завдання олімпіади VII Всеукраїнського турніру юних
математиків» . Геометрична задача, як кажуть, «зачепила».

У трикутникуАВС проведено бісектриси BL ІАК. Відомо, що
KL � бісектриса кута АКС. Знайти величину кута ВАС

в градусах.

Вирішили запропонувати її «олімпіадним бійцям» Русанів-
ського ліцею. Перше розв�язання не забарилося.
� Оскільки XL � бісектриса кутаАКС (рис. 61.1), то

AL АХ
(1)

CL
-

СК
' ( }
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Нехай а, b, с � довжини сторін трикутника, а /САК = а. Тоді

аЬ λν ί
СК = ; АК = Іа = cos а.

Ь + с Ь+с

Отже, вираз (1) можна зацисати, скориставшись властивістю

£

бісектриси кутаABC: �

а

2bc cos а · (Ь + с)

(Ь + с) · ab
або 2ccosa = с, звідки

cosa =
�, тоді /А = 2а = 120°.
2

Незабаром отримали інше розв�язання. Швидше за все, саме

на нього і розраховували автори завдання: розглянемо

трикутник АВК*, в ньому BL � бісектриса внутрішнього кута СВА,
slKL � бісектриса зовнішнього кута СКА, отже,АС � бісектриса
зовнішнього кута ΚΑΝ і розгорнений кут BAN складається з

трьох рівних кутів, два з яких складають кут А, тобто /А =

120°.·
Після розв�язання рисунок 61. 1 варто було би переробити,

накресливши кут ВАС тупим. Але не в тім річ. Постало

запитання: а чий спосіб кращий?
Прихильники першого способу визнавали, що він не такий

уже й витончений, на відміну від другого, але задача
розв�язалася миттєво � і тут неможливо було заперечити, адже всі

бачили і переконалися.

Одні учні вважали використання формули бісектриси
«важкою зброєю», інші наполягали, що важлива ерудиція
й знання формул. Противники першого способу докоряли
застосуванням тригонометрії і навіть «зазіхнули» на

повноваження олімпіадного журі: «А якщо задачу дати

восьмикласнику? ». Восьмикласники не знають формули

Суперечка посилювалася. Досить вагомим аргументом була
складність використання властивості точки, в якій

перетинаються бісектриси внутрішнього і зовнішнього кутів.

в

с

Рис. 61.1

А N
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Гадаю, що суперечка виникла через те, що на теорему про

перетин внутрішньої і зовнішньої бісектрис трикутника (далі
називатимемо її «теоремою двох бісектрис») не звертали стільки
уваги, як, скажімо, на теорему «трилисника». Зазначимо, що
саме за допомогою цієї теореми розв�язуються досить цікаві
задачі (див. Повернення втраченої геометрії. � К.: Факт, 2000. �

С. ЗО). До речі, серед згаданих задач є задача, яка стала предметом

суперечки, і оригінальне доведення формули В R · Рн. На

завершення наведемо розв�язання знаменитої задачі Шебар-
шина. З іншими способами шановний читач зможе ознайомитися·

у цій же книзі.

Отже, доведемо, что якщо у трикутникуАВС кутА дорівнює

120°, то кут L2L1L3 прямий (Lv L2,L3 � точки перетину бісектрис
внутрішніх кутів трикутника з відповідними сторонами).
Оскільки /ВАС = 120°, то /І^АВ = /ВАК (рис. 61.2), отже AL3
належить бісектрисі кутаВ1АК', тобто є бісектрисою зовнішнього

кута при вершиніА трикутника ALfi. Перетин бісектрис кутів
АСВ і KALt дасть точку L3, отже, LrL3 � бісектриса кутаAL^B:
/1 = Z2. Аналогічно Z3 = Z4, звідки Z3 + Z1 = 90°.

Здавалося, «суперечці» кінець. Як тут... знову запитання?

А як розв�язати обернену задачу: якщо /L2L1L3 = 90°, то

/ВАС = 120°? Здається, застосувати «теорему двох бісектрис» не

вийде?! Можливо, тоді перший спосіб? А можливо, і обернена
задача неправильна? Принаймні, вона мені не зустрічалася не

часто. Відповідь на запитання читач знайде в книзі «Трикутник
і тетраедр в задачах» (розділ «Бісектральний трикутник»). Дуель
за пріоритет способу не буде закінчено, оскільки вона не потрібна
взагалі. Тому і названо її «дуеллю на м�ясорубках». Виграє тут

не той,хто доведе, чий спосіб кращий, а той, хто знатиме обидва
способи! І навіть більше...

Глава 62

СЕМИКЛАСНИКУ, ЯКИЙ ХОЧЕ ЗНАТИ ГЕОМЕТРІЮ.
ІГРИ З ТОЧКАМИ В ПЕДАЛЬНИХ

ІАНТИПЕДАЛЬНИХ ТРИКУТНИКАХ

Усі хочуть. Усі хочуть знати. І бажано � не докладаючи

зусиль. Не вийде! Ця глава посильна для семикласника. Як

гора... А задоволення � наприкінці шляху. На вершині!
Нехай довільна точка X розташована всередині

нетупокутного трикутникаАВС (рис. 62.1).
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Точки Хр Х2, Х3 � проекції точки X на сторони ВС, АС, АВ.

Трикутник ΧχΧ2Χ3 називається педальним. ТрикутникиАХ2Х3,
ВХ3Хр СХГХ2 назвемо антипедальними1.

Розглянемо задачі з точкою X і чудовими точками

трикутника. Для всіх задач правильною буде обернена теорема.

Задача 1. Якщо точка X збігається з ортоцентром

трикутника ΧχΧ2Χ3, то вона є центром кола, описаного навколо

трикутникаАВС (Нх= ОАВС).
�Доведення. Оскільки точка X � ортоцентр трикутника

XjXgXg (рис. 62.2), то сторони цього'трикутника паралельні до
відповідних сторін трикутникаАВС, ачотирикутникиАХ2ХгХ3,
ВХ±Х2Х3, СХ2Х3Хг � паралелограми, й відрізки XXр XX2,
XX3 належать серединним перпендикулярам до сторін ВС,АС,
АВ. Отже, точка X є центром кола, описаного навколо

трикутникаABC.
·

Задача 2. Довести, що якщо ортоцентри антипедальних

трикутників належать колу, описаному навколо трикутника

Х±Х2Х3, то точка X збігається з ортоцентром трикутника

�Доведення. Позначимо Нх і Нг � ортоцентри
трикутників ХгХ2Х3 і АХ2Х3, ΖΧ2ΧΧ3 = α, ΖΧ±ΧΧ2 = β, ΖΧ±ΧΧ3

=

γ

(рис. 62.3). Оскільки /.Х2Н1Х3
= 180° - ΖΑ, а чотирикутник

Н1Х2Х1Х3 вписано в коло, то ΖΧ2Χ1Χ3=ΖΑ. Аналогічно,

ΖΧχΧ2Χ3 = /.В, /.Х±Х3Х2 = Z.C. Оскільки чотирикутникАХ3ХХ2
вписано в коло, то а = 180° - ΖΑ.

Аналогічно

β = 180° - ΖΒ, γ = 180° - ZC.

Сегменти, які містять кути α, β, γ і побудовані на сторонах

трикутника ΧχΧ2Χ3, перетинаються в єдиній точці X. Але

єдиним є і ортоцентр Нх, із якого ці ж сторони видно під кутами

180° - ΖΑ, 180° - ΖΒ, 180° - ZC.

Отже, точки X і Их збігаються.·

1 Назви, як і задачі, авторські.
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А

Задача 3. Якщо точка X збігається з центром Ох кола,

описаного навколо трикутника ΧχΧ2Χ3, то вона є інцентром
трикутникаАВС (0 = іавс)'
�Доведення. Дійсно, в такому випадкуXXх

= XX2 =ХХ3 = г

(г � радіус кола, вписаного в трикутник ABC), що і доводить

твердження задачі. ·

Задача 4. Довести, що якщо інцентри антипедальних

трикутників належать колу, описаному навколо педального

трикутника, то точка X є центром цього кола.

�Доведення. Позначимо І± � центр кола, вписаного

в трикутникАХ2Х3 (рис. 62.4). Оскільки

ZX2i1X3=90° +
y,

то Z^X^ = 180° - ΖΧ2/χΧ3 = 90° - �.

Оскільки ZX2XXg = 180° -А, то

ZX2XX3 = 2^90° -Z) = 2zx2x1x3,

аналогічно ZX1XX2
= 2ZX1X3X2 і ΖΧχΧΧ3 = Ζ2ΧχΧ2Χ3, тому

точка X � центр кола, описаного навколо трикутника

ΧχΧ2Χ3.·

(Задача 5. Якщо точка X - інцентр педального трикутника,

то вона збігається з ортоцентром трикутникаАВС.
�Доведення. Доведемо, що точки А, X, Х± належать одній

прямій, або ΖΧ2ΧΧχ + ΖΧ2ΧΑ = 180°.

Опишемо кола навколо чотирикутників ΧΧχΒΧ3, ХХхСХ2,
XgXXgA (рис. 62.5). Доведемо рівність кутів, позначених

рівними дугами на цьому рисунку. Наприклад,
ZXBXg

= ΖΧΧχΧ3 = ΖΧΧχΧ2 = ZXCX2.
Дійсно, навколо чотирикутникаΧ3ΧΧχβ можна описати коло,

отже, ΖΧ3ΒΧ=ΖΧ3ΧχΧ.
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Далі: AX3XrX
= АХХ±Х2 (за умовою). Навколо

чотирикутника ХХгСХ2 також можна описати коло, і тому

ZXXjX2 = АХСХ2. У чотирикутнику ХХ2СХ± маємо:

AX2XXr + Zl + Z2 = 180°.

У трикутнику XXgA кут при вершині Х2 дорівнює 90°. Тоді
Z3 + ХХ~2ХА = 90°. Із двох останніх рівностей отримуємо

АХ2ХХ± + АХ2ХА + Zl + Z2 + Z3 = 270°. (1)

Враховуючи, що 2(Z1 + Z2 + Z3) =А + В + С = 180°, із рівності
(1) отримаємо AX2XXr + АХ2ХА = 180°. ·

І
Задача 6. Довести, що точки, симетричні точці X відносно
середин сторін трикутника Х±Х2Х3, є ортоцентрами анти-

педальиих трикутників.

�Доведення. Позначимо Н1 � ортоцентр трикутника

АХ2Х3, К і L � основи висот, проведених з вершин Х3 і Х2
(рис. 62.6). Тоді чотирикутник ХХ2Н1Х3 � паралелограм, отже,

правильною буде і обернена теорема. ·

Задача 7. Довести, що якщо центри кіл, описаних навколо

антипедальних трикутників, належать колу, описаному

навколо педального трикутника Х1Х2Х3, то точка X

збігається з інцентром педального трикутника.

�Доведення. Доведемо, що АВХС = 180° - ZA. Дійсно

(рис. 62.7),

АВХС= 180° - (ZXBC + АХСВ) = 180° - (В - АХВХ3 + С- АХСХ2) =
= 180° - (180° -А -

(ΖΧΧχΧ3 + АХХгХ2)) = 180° - (180° -А - ZX^Xg).
Оскільки чотирикутник Х2О1Х3Х1 вписано в коло, то

АХ2ХгХ3 = 180° - АХ2ОгХ3 = 180° - 2А, отже,

АВХС = 180° - (180° -А - 180° + 2А) = 180° -А.

Отже, точка X збігається з ортоцентром трикутника АВС,

і ця точка � центр кола, вписаного в трикутник ХгХ2Х3
(інцентр).·

(Задача
8. Довести, що якщо точки, симетричні з центром

кола, вписаним у трикутник Х1Х2Х3, відносно середин сторін
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А
А

цього трикутника, збігаються з інцентрами антипедальних

трикутників, то точкаХ� ортоцентр педального трикутника

Х^Хд.
�Доведення. Позначимо Ιχ, І1 відповідно інцентри

трикутників ΧχΧ2Χ3 і АХ2Х3 (рис. 62.8). Покажемо, що кути

трикутника ΧχΧ2Χ3 дорівнюють А, В і С. Дійсно,

ЛХ2ІхХ3 = ЛХ2ІіХ3 = 90° +
у

·

Але ΖΧ2ίχΧ3 = 90° + Ζ.Χ2χιΧ3
, отже>

2

90° + Α = 90ο +^№>
2 2

звідки ΖΧ2Χ1Χ3 = А, отже, ΖΧ1Χ2Χ3 = В, /.Х2Х3Х1
= С. Але

ΖΧ2ΧΧ3 = 180° -А. А це означає, що X = Ηχ. ·

Задача 9. Довести, що якщо точки, симетричні ортоцентр

педального трикутникаХ1Х2Х3 відносно середин його сторін,
є інцентрами антипедальних трикутників, то точка X

збігається з центром кола, описаним навколо педального

трикутника.

�Доведення. Для доведення використаємо рис. 62.8, тільки
замість Ιχ буде точка Нх � ортоцентр AXxX2X3. За умовою

ХХ2НхХ3 = ХХ2ІгХ3, тоді, lSOo-ZXgXiXg = 90° + �, звідки
2

ZX^Xg = 90° - �. Оскільки /Х2ХХ3 = 180° - А, то ZX2XX3 =

2

= 2 · ΖΧ2Χ1Χ3, отже, твердження задачі доведено. ·

Задача 10. В антипедальних трикутниках проведено висоти

з вершинА, В і С. Довести, що їх продовження перетинаються
в одній точці.
�Доведення. Опишемо навколо чотирикутника АХ2ХХ3

(рис. 62.9). ДіаметрАХ ізогональний з висотою АР трикутника
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АХ2Х3. Оскільки для діаметрів кіл, описаних навколо

ізогональних трикутників, точка X � спільна, то твердження

задачі доведено.·
Задача 11 (вражає!). Нехай Η', Η", Н'" � ортоцентри

антипедальних трикутників. Довести, що трикутник

Н'Н"Н'" дорівнює педальному трикутнику -Х�1-Х?2-Х�3.
�Доведення. ОскількиХХ2Н'Х3паралелограм,тоΗ'Ί^ = Ί\Χ

(Γχ � точка перетину діагоналей цього паралелограма)
(рис. 62.10). Оскільки ХХ3Н"Х1

� паралелограм, то

Н"Т2 = Г2Х.
У трикутнику ХН'Н" Т-^2 � середня лінія, тоді

Н'Н" = 2Т1Т2. Але в трикутнику ΧχΧ2Χ3 Т'1Г2 � також середня

лінія, тому 2ТгТ2 = Х1Х2- Отже, Н'Н" = ΧχΧ2. Аналогічно

доводиться, що Н'Н'" = ХхХ3, Н"Н'" = Х2Х3, відповідно,
ΔΗΉ"Η"' = ΔΧ1Χ2Χ3. ·

Глава 63

ІМПРОВІЗАЦІЯ З ПАРАЛЕЛЯМИ

Геометрична ситуація, про яку йтиметься далі, асоціюється
у мене з джазом. Як уджазі імпровізація сягає вершин виразності
й віртуозності, так і геометрія завдяки імпровізації може

подарувати незрівнянні миті захоплення і радості.
Починалося все, очевидно, так...

Задача 1. На стороніВС трикутникаABCвзяли довільну точку
X. Через цю точку провели прямі, паралельні до сторін АВ і
АС. Ці прямі перетининаютьАС іАВ в точках D іЕ відповідно.

Площі трикутників ХЕВ і XDC рівні, відповідно, Sx і S2.
І Знайти площу трикутникаABC.

�НехайХВ = тп; ХС = п (рис. 63.1). Оскільки трикутники ЕХВ,
DCXiACB подібні, то
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Si
_

т2
' S2

_

η2
S a2 S а2

(S � площа трикутникаABC, а = ВС). Звідси

Vbi νώ2 _

т + п
_ ,

7s
+

7s= а
=1,

або yfs^ + = 4s, відповідно, S = (л/^г+·
Потім точку X «підняли» всередину трикутника і

отримали нову задачу.
Задача 2. Через точку X, що лежить всередині трикутника

АВС, проведено прямі, паралельні до сторін/Ці прямі
утворюють зі сторонами три трикутники, площі/нких Sp S2,
S3. Знайти площу трикутникаABC.

� Нехай сторонаВС ділиться на частини, що дорівнюють k, т, п

(рис. 63.2), тобто k + т + п = ВС = а. Оскільки трикутники
з площами Sp S2, S3 подібні до трикутникаABC, то

т
.

4s a' Js a9 4s а9

звідки A/s = 7sr+Vs7+Js;, в = (7вГ+757+7^7.·
Задача 3. Позначимо tv t2, t3 спільні сторони кожного

з «маленьких» трикутників з відповідною стороною трикут-

никаАВС. Довести, що + + = 1.
abc

�Трикутник ХКЕ подібний до трикутника АВС (рис. 63.3),

отже, Аналогічно = ^Е-; � = ^Е-. Відповідно,
4s b 4s с 4s

І + ^2_ + ^3 =
v^1 + +лР3

= ! *
а b с 4s

Рис. 63.1
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Задача 4. Якщо точка X збігається з інцентром І, то

: t2 : = а2 · Ь2 : с2.

�Доведення. Нехай г� радіус вписаного кола (рис. 63.4):

�. Але ^- =

ha

г � а

~2S~
ЕК

_

ВС
~

а

г · a a Л я
= �. Отже, � =

�, звідки
2r ·р 2р а 2р

q2 ^2
. Аналогічно, t2 = �; t3

2р 2р

tY : t2 : t3

�. Отже,
2р

,2 2
b -C =a2:b2-.с2

2p 2p 2p

Задача 5. У даній конфігурації розгляньте три паралелограми

ALXF, BNXK, СЕХМ (рис. 63.5). Довести, що добуток площ

паралелограмів у вісім разів більший за добуток площ

трикутників ЕХК, LXM, FXN.

�Доведення. Позначимо площі паралелограмів Qv Q2, Q3,
а трикутників � Sp S2, S3 (рис. 63.5). Нехай пряма, паралельна

до ВС, перетинає сторони АС і АВ в точках М і N відповідно.

Розглянемо трикутник AMN. Враховуючи задачу 1, маємо

, ЗВІДКИ

Ql = &AMN ~ ^2 - = 2yjS2S3 .

Аналогічно, Q2 = 2A/siS3; Q3 = 2^S1S2 . Відповідно,

QlQ2®3
= 8^1^2^3·

·
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Задача 6. Довести, що І = Ιχ + 12 + 13, де І � деякий лінійний
елемент у трикутнику ABC, lv l2, l3 � відповідно лінійні
елементи в трикутниках з площами S.,, S3.

і [s~
�Доведення. Маємо � = ^Ц=і-;

I 4s
уіЗо
4Ї�

к
і

, отже,

li + l2+i3
=

+ +
= х зві /+/+/=/.·

I 4s
12 3

Відрізки av bv Cj

Відрізки MN, EF і KL, паралельні до сторін трикутника ABC,

перетинають його сторони (рис. 63.6). Позначимо їх av 6р ср

Задача 7. Довести співвідношення = 2.
а b с

�Доведення. Перший спосіб.ilexa&CE = k, ЕК = т,ВК = п.

Тоді MX = k, NX = ті, тобто α1
= k + η. Із подібності трикутників

BEFіВСА маємо: = -7-7-- ΐ._?_. Аналогічно, � = ΔΐΖΞ. Відповідно,
b а с а

маємо:

k + п т + п k + т 2(k + пі + /?.)

а b с

= 2.
Q. CL О, ТІ

Другий спосіб. Запертою задачею SAMN = + -\/®з7*· θΤΗ<θ�

EF
_ fih+fik '

LK
=
Js? η-

Js
'

c Vs
MN_ = . Аналогічно
a js b

Маємо : Ξΐ_ + + £l =
2(λ^Γ + 7^ +V^)

= £
be Js

Третій спосіб (теорема Жергона). Нехай три відрізки AAV
ВВХ, СС1 перетинаються в точці X (рис. 63.7). Маємо

співвідношення (теорема Жергона):

АХ ВХ СХ
о

- + + = 2.

AAr ВВі ССі

У нашому випадку (рис. 63.8):
MN

ВС

АХ

ААГ
�

= 2.Отже,
- +

у+ с

АХ ВХ СХ

АА, ВВҐ'ССі
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Задача 8. Довести, що сума периметрів трикутників ΑΜΝ,
BEF, CLK дорівнює подвоєному периметру трикутникаАВС.

�Доведення. МЛ=Рк (р �периметр трикутникаAMN).
а р

Позначимо р2 і р3
� периметри трикутників BEF, CLK. Тоді

^^_+EF_+L^ =
Рі + Р2 + Рз

_ 2> аборт + р2 +р3=2р,щойпотрібно
abc р

було довести. ·

Задача 9. Позначимо відрізки, на які розбито сторони

трикутникаАВС, заданими прямими так, як показано на рисунку
63.9. Довести, що а1Ь1с1 = а2Ь2с2 = а3Ь3с3.
�Доведення. Трикутники XML, КЕХ і NXF подібні, тому

ХЕ ЕК FN XN fa а? с9 α·> Ώ·
= ; =

,
тобто =-А· А = Відповідно,

ML ХМ XL ХМ Ь2 аг с3 аг

= ах= 9 звідки а2Ь2с2
= аз^зсз- Аналогічно покажемо, що

с2 ьз

а1Ь1с1 = а3Ь3с3, отже, твердження задачі доведено. ·

Задача 10. Нехай точка X є центроїдом трикутника ABC.

Довести, що:

1) кожна сторона трикутника розбивається заданими

прямими на три рівні частини;
2) відрізки прямих, що лежать всередині трикутника, точкою
X діляться навпіл;

3) трикутники, утворені прямими й сторонами, рівні між
собою.

�Доведення. Оскільки за умовою відрізок АХ лежить на

медіані до сторони ВС, aMN || ВС, то MX = XN, отже,

αι
=

α3. (1)

Відповідно, друге твердження доведено. Але точка X �

центроїд трикутника, тому
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СВ1

BE
�

2�

отже,

2a± = α2 + αθ. (2)

Із рівностей (1) і (2) маємо, що αχ
=

а2
=

а3, аналогічно Ь± =
= Ь2 = Ь3, с1

=

с2
=

с3. Відповідно, і перше твердження доведено.
Рівність трикутників ХЕК, LMX і FXN за трьома сторонами

виходить із перших двох тверджень. ·

Задача 11. Нехай точка X є центроїдом трикутникаАВС.
Довести, що тоді вона є центроїдом трикутників ELN і MFK,
і що ці трикутники рівні між собою.

� Доведення. За попередньою задачею (рис. 63.10):

AF = �АВ; AL = �АС .

З З

Тому LF II ВС, звідки виходить, що чотирикутник FLXN
�

паралелограм (ΧΝ || ВС>, XL || FN). Тоді відрізок XF, а відповідно,
і пряма ЕХ, пройде через середину відрізка LN, отже, точка X

належить медіані трикутника ELN, яку проведено до сторони
LN. Аналогічно доводиться, що вона належить двом іншим

медіанам цього трикутника. Відповідно, точка X є центроїдом
трикутника ELN. Для трикутника MFK доведення аналогічне.

Перше твердження доведено.

Далі, чотирикутник LFKE � паралелограм, оскільки за

попередньою задачею LF = ВК = КЕ і LF || ЕК. Відповідно,
LE = FK. Розмірковуючи логічно, отримаємо: трикутники ELN

і FKM рівні за трьома сторонами, що й потрібно було довести. ·

Нерівності

(Задача 12. Довести, що + S2 + S3 > -В.
З

�Доведення. Маємо

В = (д/^Г + л/^2 + л/^з У = Вх + В2 + В3 + 2-УвхВ2 + 2^S1S3 + 2^8283 <

< вх + s2 + s3 + (вх + в2)+(вх + в3)+(в2 + в3) = з(вх + S2 + S3),
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звідки

S1+S2+S3> js. ·

1119
Задача 13. Довести, що -== + �= + �= > �=.

і]&ї yf^2 7^3 vS

�Доведення. За нерівністю Коші:

(Т^Г + 7^"+ Т^з",

Але

/ \ν 1 1 1
+ �== + > 9.

7^" Ж 7^

лК+7^+лК � 7s,
звідси випливає, що задана нерівність правильна.

Задача 14. Довести, що � +� +�

S, S2 S3 S

�Доведення. Скористаємося нерівністю

3(х2 + і/2 + 22)І(х + і/ + 2)2.

гр
. 1 1 11

Тоді � + � +� > -

SL So S3 З

1 1 1

7^ Ж 4^3
>1 ·
~

з s
~

s

Імпровізація імпровізації

Через точку X всередині трикутника ABC проведено три

довільні прямі. Ці прямі, перетинаючись зі сторонами,

утворюють три трикутники, площі яких позначимо Sp S2, S3
(рис. 63.11). Нехай В� площа трикутникаАВС.

Задача 15. Довести, що-^- + ^- + -|->-^.�
О2 О3 о

�Доведення. З�єднаємо кінці відрізків MN, EF, LK, як

показано на рисунку 63.12. Позначимо площі отриманих

трикутників Τν Т2, Т3. Доведемо, що

S1-S2-S3 = T1-T2.T3. (*)
Дійсно,

S, ХЕ ХК
. S2 ХМ · XL

. S3
_

XN- XF

η
"

XL XF� Τ2
-

XN � XK
�

T3
"

XM � XE
'

Перемножимо ці рівності і отримаємо вираз (*)· Звідси за

нерівністю Коші:
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_£ + J_ +X >
з

_

3
>

3 6 18

Si S2 S3-^T3 S1+S2+S3 + T1+T2 + T3 s

Нерівність доведено. ·

і і і зУб

tJ&L у[&2 у[&3 Js

�Доведення. За нерівністю Коші із формули (*) (див.
попередню):

Задача 16. Довести, що

1 1 1
>

3 3
_

� 4^2 '4^3 >/SlS2S3

=

3
>

З Зл/б

і^1 + ^2 + ^3 + + Т2 + Т3 л/S

що і потрібно було довести.
·

Далі...
Розглянемо довільну точкуX всередині трикутникаАВС і три

довільних трикутника, кожен з яких має вершину X, а основа

лежить на одній зі сторін трикутникомABC (рис. 63.13). Нехай

площі цих трикутників � Sv S2, S3, a S � площа трикутника

ABC.

Задача 17. Довести, що

Доведення. За нерівністю
Коші маємо:

vvirh+S2+S3)~9·
Але Si + S2 + S3 < S, відповідно,

нерівність доведено. ·

1 1
� +� +

Si S2
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Стереометрія

Задача 18. Через точку X всередині тетраедра проведно

площини, паралельні до граней тетраедра. При цьому

утворилося чотири тетраедри, в кожному з яких однією

з вершин є точка X, а інші вершини лежать на відповідних

гранях тетраедраDABC. Позначимо об�єм тетраедраDABC як

V, а об�єми утворених тетраедрів Vv V2, V3, У4. Довести, що

�Доведення. Площини, що проходять через точку X,

утворюють перерізи, паралельні до площин CAB, DAB, CDB і

CAD (рис. 63.14). Маємо чотири тетраедри ХА4В4С4, XA3B3S3,
XB2C2S2, XA1C1SV Усі вони подібні до тетраедра DABC.

Отже, 2-=^ = -^, де i,, h, � відповідні висоти тетраедрів
Vv Лі

ХА1С1В1, DABC, опущені на основи В1А1С1 і DAC.

Аналогічно де i2, h�
� відповідні висоти тетраедрів

Vv Л2

XB2C2S2, DABC, опущені на основи B2C2S2 і CDB.

π · ffia t. * ,
· . .

Далі -x7=s- = -2-> де ί-, «о � відповідні висоти тетраедрів
Ι/V h3

XA3B3S3 і DABC, опущені на основиA3B3S3 іABD.

Нарешті, X* = А., де t., h. � відповідні висоти тетраедрів
Vv Л.|

ХА4В4С4 і DABC, опущені на основиА4В4С4 і АВС.

Маємо

+ + +
.. fr

,
*2

,
*3

,
*4

.

Vv Лі л3 h3 Л4
'

Доведемо, що

lL+^.+^.+.k = i. (1)
Λχ /г2 /гд /г4

Дійсно, позначимо об�єми тетраедрів ХАВС, XDBC, XADC,

XADB як Qv Q2, Q3, Q4 (рис. 63.15).
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Q2
_

^2 . Оз_ _ _^3_. ®4_ _ _^4_
V

"

h2
�

V
�

h3
�

V
-

h4
'

Звідки ^ +^ + ^. + к.
/*і h2 h3 h4

рівність (1) і

Qi + Q2 + Q3 + Q4
V

= 1, отже, доведено

Глава 64

ЩЕ РАЗ ПРО ФЕНОМЕН ОБЕРНЕНИХ ЗАДАЧ

Знайдено вид обернених задач, які змушують говорити знову

про феномен «пряма задача � дрібничка, обернена �

підвищеної складності».
Емоційність задачі Штейнера-Лемуса в першу чергу

визначається несподіваною, непередбачуваною складністю доведення
«невинної», на перший погляд, оберненої задачі: якщо дві
бісектриси рівні, то трикутник рівнобедрений. Нікому
невідомий Лемус запропонував її Штейнеру і тим увійшов в історію
математики.

Такого контрасту між доведенням прямої та оберненої
теореми елементарна геометрія не знає.

Доведення пропонованих задач не дуже яскраві, проте в них

є хвилююча несподіваність як у формулюванні оберненої задачі,
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так і в нетривіальному доведенні. Вражає, що досі жоден

задачник з геометрії, жоден підручник не «прикрашають»

ознаки паралелограма і трапеції, зібрані воєдино. Від цієї миті

Ви, шановний читачу, володієте цією унікальною колекцією.

Насолоджуйтесь!

І
Задача 1. Довести, що якщо середня лінія чотирикутника,

відповідна одній парі протилежних сторін, дорівнює півсумі
двох інших його сторін, то цей чотирикутник � трапеція
(або � паралелограм).

�Доведення. Припустимо, що чотирикутник ABCD � не

трапеція (рис. 64.1). Проведемо в ньому діагональ BD і середню
лінію MN. Нехай Е � середина цієї діагоналі. За умовою:

MN =

AB + CD

2
(1)

Із трикутника ABD: Із трикутника BDC-.ME ~
�АВ.
2

ΕΝ = �DC. Із трикутника MEN: MN < ME + ΕΝ =

2

AB + CD

2

(2)

, або

ΜΝ <
AB + CD

2

Порівнюючи вирази (1) і (2), переконуємося, що отримали

протиріччя, отже, чотирикутник ABCD
� трапеція (або �

паралелограм). ·

Задача 2. У чотирикутникуABCD кутиА і С рівні, а діагональ
BD ділиться другою діагоналлю навпіл. Доведіть, що

чотирикутникABCD � паралелограм.

�Доведення. Здійснимо симетрію точки С відносно точки

О � точки перетину діагоналей. Тоді чотирикутник BCDCX �
паралелограм і ZBC^D = ABCD (рис. 64.2). Але ZBCXD > ZA= ZC�
тоді точкаА збігається з точкою Сг

·
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Задача 3. Довести, що якщо діагональ чотирикутника ділить
його периметр навпіл і сама діагональ при цьому ділиться

другою діагоналлю навпіл, то чотирикутник �

паралелограм.

�Доведення. За умовою х + у
= а + b (рис. 64.3). Нехай Вг

симетрична В відносно О. ТодіABCBr � паралелограм і ΑΒγ =

х,

ВХС = у. Але х + у < а + Ь, отже, точки B1iD збігаються. ·

Задача 4. Кожна діагональ випуклого чотирикутникаABCD

ділить його на дві частини рівного периметра. Довести, що

ABCD � паралелограм.

�Доведення. Нехай сторони чотирикутника a, b, с, d. За

умовою а + Ь = Ь + с. Звідси а = с, відповідно b = d. Отже, вимогу

задачі виконано. ·

Задача 5. Довести, що якщо в чотирикутнику середня лінія

проходить через точку перетину діагоналей і ділиться нею

навпіл, то чотирикутник
� паралелограм.

�Доведення. Трикутники ВОС і AOD рівні за медіаною

(ОМ = ON) і кутами, які ця медіана утворює зі сторонами, що

мають з нею спільну вершину (ця рівність трикутників
доводиться подвоєнням медіани) (рис. 64.4). Із рівності
трикутників випливає паралельність і рівність протилежних

сторін чотирикутника. Отже, ABCD � паралелограм. ·

Задача 6. Довести, що якщо пряма, яка проходить через

середини двох протилежних сторін
випуклого чотирикутника,

проходить через точку перетину

діагоналей, то чотирикутник �

трапеція (або паралелограм).

�Доведення. Припустимо, що
сторона DC не паралельна до

сторониАВ (рис. 64.5). Нехай точкиМ
і N � середини сторін АВ і CD
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відповідно, S � точка перетину діагоналей. За умовою, точки

Μ, N, S належать одній прямій. Проведемо £>СХ || АВ (Сх є АС).
Пряма MN перетинає відрізок ПС1 в його середині, точці Р

PD рQ РС

(оскільки � =� = і AM = вм, ТО DP = РС,). Отже,
MB SM AM Р �

NP � середня лінія в трикутнику ПССХ, тобто NP || ССХ, що
неможливо (оскільки S є NP, S є ССХ). ·

І
Задача 7. Довести, що якщо перша і друга середні лінії

розділяють чотирикутник на чотири рівновеликі фігури, то

цей чотирикутник � паралелограм.

�Доведення. Нехай ABCD � даний чотирикутник.
Чотирикутник Т1Т3Т2ТІ � паралелограм, і точка Т� точка перетину

його діагоналей (рис. 64.6).
Оскільки .Зтт т

~~ S.j. ? то S^. ср
Sm .

11 3 21 3 3 21 3х7

Але в цих трикутниках СТ3 = T3D, тоді висоти, опущені
з вершин Ί\ і Т2, рівні. Отже,' CD || Ί\Τ2. Аналогічно доведемо,

що АВ II ТгТ2, отже, АВ || СВ, аналогічно ВС || АВ, тодіАВСВ �

паралелограм. ·

Задача 8. Довести, що якщо кожна діагональ чотирикутника
ABCD ділить його на два рівновеликих трикутники, то цей

чотирикутник � паралелограм.

�Доведення. У чотирикутнику АВСВ (рис. 64.7)
розглянемо рівновеликі (за умовою) трикутникиABC і АСВ. Оскільки

сторона АС � спільна, то висоти DH2 і ВН1 рівні між собою

і рівними будуть прямокутні трикутники ВН^О і DH2O, отже,

ВО = ОВ. Аналогічно доведемо, що АО = СО, тобто ABCD �

паралелограм. ·

Задача 9. Нехай у випуклому чотирикутникуАВСВ сторони

АВ, СВ � паралельні й АВ + ВС = СВ + АВ. Довести, що
АВСВ � паралелограм.

�Доведення. Доведемо, щоАВ = СВ (рис.64.8). Припустимо,
що це не так, тобто АВ # СВ. Тоді виберемо на стороні АВ таку

точкуВ, щобчотирикутникАВСВ був паралелограмом. Отримаємо
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EC =AD =АЕ + ЕВ + ВС - CD = ЕВ + ВС,

а це суперечить нерівності трикутника, оскільки точка Е не

належить відрізку ВС. ·

Задача 10. Якщо в чотирикутнику відрізок, кінці якого

збігаються з серединами діагоналей, дорівнює піврізниці
протилежних сторін, то цей чотирикутник � трапеція.

�Доведення. Позначимо в чотирикутникуABCD (рис. 64.9)
АВ = a, CD = b; середини діагоналейАС і BD як Ег і Е2 відповідно.
За умовою

а� Ь

2

Ь

2

сь b

(Tj � середина^ВС). - Ί[Ε2 =
��, отже, точка Е2 належить

відрізку Тоді, точки TVEV Е2 належать одній прямій. Але
Ί\Ε2 II DC, Ί\Ε1 II АВ, відповідно, DC || АВ, отже, чотирикутник

ABCD � трапеція. ·

Задача 11. Якщо в чотирикутнику сума квадратів діагоналей
дорівнює сумі квадратів його сторін, то цей чотирикутник �

паралелограм або трапеція.

�Доведення. Нехай в чотирикутникуABCD (рис. 64.10)

AC2 + BD2=AB2 + BC2 + CD2+AD2. (1)

Припустимо, що цей чотирикутник не

паралелограм. Тоді побудуємо два

паралелограма зі спільною

діагоналлю АС (О � серединаАС).
За прямою теоремою:

АС2 + 40В2 = 2АВ2 + 2ВС2, ·

АС2 + 4OD2 = 2CD2 + 2AD2.

Додамо дві рівності:

АС2 + 2(ОВ2 + OD2) =
=AB2 + BC2 + CD2 + DA2. (2)
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Порівнюючи рівності (1) і (2), отримаємо
BD2 = 2(ОВ2 + OD2). (3)

Розглянемо трикутник OBD. Він тупокутний, оскільки BD2 >

ОВ2 + OD2. Введемо позначення: Z.BOD = а,
- 1 < cosa < 0.

За теоремою косинусів з урахуванням рівності (3) маємо

- cosa
ОВ2 + OD2
2ОВ OD

Але ОВ2 + OD2 > 2^1ОВ2 � OD2 = 2ОВ � OD, отже,

ОВ2 + OD2
-cosa> -

ОВ2 + OD2

або cosa < -1, що неможливо. Тоді точки В, О, D належать одній
прямій, і ABCD � паралелограм. ·

Зазначимо, що розв�язання задачі значно спрощується, якщо

застосувати формулу Ейлера:

ЯХВ22 = |(a2 +b2 +с2 +d2 -е2 - f2),
де a, b,c,d � довжини сторін, е і f � довжини цих діагоналей,

EltE2 � середини діагоналей.

І
Задача 12 (Математична Олімпіада Югославії, 1973 р.).
Довести, що сума відстаней між серединами протилежних
сторін чотирикутника дорівнює його півпериметру тоді
й лише тоді, коли цей чотирикутник паралелограм.

�Доведення. Нехай ABCD � даний чотирикутник
(рис. 64.11). Tv Т2, Т3, Т4 � середини сторін АВ, CD, BC,AD,

Е4 і Е2
� середини діагоналей. Із трикутника ΒχΤ3Τ4:

TST4 <�(AB + CD). Аналогічно < � (ВС + АВ), рівність пра-
2 2

вильна, колиABCD � паралелограм, що доводить твердження

задачі. ·

І
Задача 13. Середня лінія чотирикутника перетинає його

діагоналі в точках Р і Q. Довести, що якщо Ί\Ρ = T2Q, то

чотирикутник � трапеція.

�Доведення. Припустимо протилежне і проведемо через

вершини СІВвідрізки ССХ іDDV паралельні Ί\Τ2 (рис. 64.12). Тоді

ССХ
= 2T.jP і DDj = 2QT2. Оскільки за умовою ΓχΡ = QT2, то ССХ =

DDj і чотирикутник ССХВВ4 � паралелограм. Але тоді дві його

інші паралельні сторони мають спільну точку О, а цього бути не

може. Відповідно, CD || TjT2, отже, CD || АВ. ·
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Рис. 64.11

Задача 14. Через точку О перетину діагоналей
чотирикутникаABCD проведено пряму, паралельну до однієї з його

сторін. Довести, що якщо відрізок цієї прямої, який лежить

всередині чотирикутника, ділиться точкою О, то ABCD �

трапеція (або паралелограм).

�Доведення. Нехай пряма, яка проходить через точку О,

паралельна до сторони АВ, перетинає сторони ВС iAD в точках

N і М (рис. 64.13).

АВ BD АВ АС
Тод1
т

�

т'· т
=

ос
No ~ м°-

BD АС

OD
~

ОС�

звідки
BO + OD

OD

АО + ОС ВО

ОС
�

OD

АО

ОС
отже, АВ II CD. *

Задача 15. У випуклому чотирикутнику радіуси кіл,
вписаних у чотири трикутники, утворені внаслідок перетину
діагоналей, рівні. Довести, що даний чотирикутник � ромб.

�Доведення. Доведемо спочатку, що чотирикутник

ABCD � паралелограм (рис. 64.14). Нехай О � точка перетину

діагоналей і AO > CO, a DO > ВО. Розглянемо трикутник ОВ1С1,
симетричний трикутнику ОВС відносно точки О. Очевидно, що

радіус кола, вписаного в трикутник В1ОС1, менший за радіус
кола, вписаного в трикутникAOD, а за умовою вони рівні. Отже,
точка О � середина обох діагоналей.
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Доведемо рівність сторін чотирикутника ABCD.

Використаємо формулу S
=

рг.
Оскільки у трикутниківАОВ і ВОС площі рівні, рівні радіуси

вписаних кіл, то рівними будуть і периметри цих трикутників.
Отже, АВ = ВС, а це означає, що АВ = ВС = CD = AD,
і чотирикутникABCD � ромб. ·

І
Задача 16. Діагоналі чотирикутника розбивають його на

чотири трикутника рівних периметрів. Довести, що даний

чотирикутник � ромб.
Вказівка. Задача аналогічна до попередньої.

І
Задача 17. Про чотирикутникABCD відомо, що радіуси кіл,
вписаних у трикутникиABC, BCD, CDA, DAB, рівні. Довести,
щоABCD � прямокутник.

Вказівка. Нехай ABCD � заданий чотирикутник

(рис. 64.15). Побудувати паралелограм АА1С1С, у якого

паралельні сторони дорівнюють діагоналі BD.Довестирівність
пар трикутників і щоАСС1А1 �ромб.

І
Задача 18. Добуток площ трикутників, на які чотирикутник

розбивається однією зі своїх діагоналей, дорівнює добутку

площ трикутників, на які він розбивається іншою

діагоналлю. Довести, що чотирикутник � трапеція або паралелограм.

�Доведення. Нехай Sx, S2, S3,
S
4
� площі трикутників, на

які діагоналі розбили чотирикутник (рис. 64.16):

(Вх + S2)(S3 + s4) = (Sx + S4)(S2 + S3).
Розкриємо дужки і згрупуємо:

SXS3 + SXS4 + S2S3 + S2S4
-

SXS2
-

SXS3
-

S2S4
-

S3S4 = 0,

або

(Sx-S3)(S2-S4) = 0.

Звідси робимо висновок, що якщо один із множників

дорівнює нулю, то чотирикутник
� трапеція. Якщо обидва �

паралелограм.
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Вказівка до другого способу доведення: установити, що

sinA · sinC = sinB · sinB.

Враховуючи, що ZD = 360° - (ZA + ZB + ZC), отримаємо

рівність sin(A + B)sin(B + C) = 0. ·

Задача 19. Довести, що якщо в трапеції ABCD AD і ВС �

основи (AD > ВС) і АВ + BD = АС + СВ, то трапеція
рівнобедрена.
�Доведення. Ця задача заслуговує на особливу увагу як

через її умову, так і через два різних способи доведення.

Перший спосіб. Нехай ВВ = dv АС = d2, AD = b, АВ =

av
ВС �a, CD =

a2 (рис. 64.17). Враховуючи умову, можна

стверджувати, що периметри трикутників АВВ і АСВ рівні.
Позначимо їх 2р.

Оскільки Вддд = SACD> то

Р(Р � аі)(Р
�

di)(P
- b) � р(р - а2)(р

-

d2)(p
- &),

отже,

р2 - (αχ + dt)p + a1d1 = р2- (а2 + d2)p + a,2d2,
звідки

a1d1 = a2d2.
За умовою

αχ + ώχ = α2 + ώ>. (1)

Тому = α2 + (І2, звідки �(d2 - dj = d^ - d^.
d,

Оскільки a2 & dv to dx = d2. Тоді з (1) маємо αχ
=

α2, що
й потрібно було довести. ·

Другий спосіб доведення винесено в главу «Свято, яке

завжди».

На десерт! Неперевершена ілюстрація «ефекту оберненої

задачі».

(Задача. Довести, що якщо ZM2BM3 = ZM3CM2, то трикутник
ABC � рівнобедрений.
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КОНКУРЕНТОЗДАТНІ ВІДРІЗКИ

Чудові точки... Чудові прямі... Чудові відрізки! Чомусь про

відрізки як про явище чудове не поставало питання у геометрії.
Та й не дивно. Висота, медіана, бісектриса гідно і непорушно
зайняли місце на троні трикутника. Знайти три відрізки,
властивості яких змогли б «конкурувати» з ними, дуже складно.

Але ж... .

Розглянемо три досить відомі відрізки: р
-

а; р
- Ь; р

-

с (а, Ь,
с � сторони трикутникаАВС, р � півпериметр). Сподіваємося,
що читач зустрічався з ними як у формулі Герона, так і на

сторонах трикутника, в який вписано коло (рис. 65.1).
Постараємося довести, що ці три відрізки можуть «конкурувати»
з трійкою чудових відрізків.
У особливих випадках замість слова «задача» будемо

використовувати слово «конкуренція», а відрізки p-а, р-Ь,р-с
будемо називати конкурентоздатними.

Про розташування конкурентоздатних відрізків

Конкуренція 1. Кожну сторону трикутника можна подати як

суму двох конкурентоздатних відрізків.
Дійсно, наприклад,

(р - &) + (р - с) = 2р - (Ь + с) = а.

Наслідок. Якщо на стороні ВС відкласти від однієї з вершин

відрізок р - Ь, то та частина сторони, що залишилася, буде
відрізкомр-с.

Чудова антикомутативність
конкурентоздатних відрізків

Хоча сума двох конкурентоздатних відрізків стала, їх спільна

точка на стороні трикутника � одна і та ж.

Точка К. (і = 1; 2; 3)
Розглянемо відрізки р

-

а, р
- Ь, р

конкурентоздатного

- с. Якщо кінець
відрізка збігається з відповідною

від�ємнику вершиною (р
- а з А,

р
� b з В, р

- с з С), то спільною

точкою двох відрізків буде точка

дотику вписаного в трикутник кола

(рис. 65.1)
Конкуренція 2. ПряміAKV ВК2,

СК3 перетинаються в одній точці
(точка Жергона). Довести це

нескладно за допомогою теореми

Чеви.
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Точки Av Bv С{
Якщо кінець конкурентоздатного відрізка не збігається

з відповідною від�ємнику вершиною (наприклад, р-ЬзС, р-с
з В), то спільною точкою двох відрізків буде точка, яка ділить
периметр трикутника навпіл (рис. 65.2). Цю точку будемо
позначати відповідно до вершиниAv Вг або СГ

Способи побудови півпериметричної точки

Про перший, спосіб уже йшлося: щоб отримати, наприклад,

точку Ар потрібно від вершини В відкласти відрізок р-с (або
від вершини С відкласти відрізокр - 6).

Другий спосіб. Щоб отримати точку Аг, потрібно побудувати
зовнівписане коло, яке дотикається до сторони ВС.
� Доведення. Нехай зовнівписане коло з центром Іц

дотикається до продовження сторін трикутникаABC в точках Т2
і Т3, а сторони ВС в точці Г1 (рис. 65.3).

Позначимо СТу = χ; ТД$ = у. ТодіАТ2 = с + у; АТ3= Ь + х і

2р =а+Ь+с=х+у+6+с=&+х+с+у =у17�2 +АТ3.
АлеAT2 =АТ3, тоді 2АТг = 2р, звідкиАТ2 -АТ3 =р. Оскільки

СГХ = СТ3, тоАС + СТХ = р, отже, Тг � півпериметрична точка,

яка збігається з точкоюАг·
Третій спосіб (конкурентна теорема). Якщо пряма АХ

(X є ВС) паралельна до відрізка IMV то вона півпериметрична
пряма (І� інцентр, Μχ

� середина

ВС) (рис. 65.4).

�Доведення. Введемо
позначення: ВХ = х, АНг � висота

трикутника ABC, ХНг =

у; HjB = t.

Знайдемо відрізок t:

c2^t2 = b2_^a_ ty2.
с2· - t2 = b2 - а2 + 2at - t2;
2at = c2 + a2 - b2;
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f
a2 + c2-b2

2a

Трикутник подібний до

трикутникаAXH1:
XHx АНг
М&

~

ІКг
'

Оскільки

Μ1ίΓ1=|-(ρ-δ) =

b-c

�V�

2у
_

2S ·

р

b -с a- S
ХНг = у= ВХ = x = t + у,

а

_

а2 + с2 - Ь2 + (а + Ь + с)(Ь -с)
_

2а

_

а2 + с2 - Ь2 + ab + Ь2 + Ьс - ас - Ьс - с2
_

2а

а2 + аЬ - ас а(а + Ь- с) а + Ь-с
= = � - = = ό - с,

2а . 2а 2

що й потрібно було довести. ·

Півпериметричні точки і доведення

алгебраїчних нерівностей
1°. ТочкиАі#х
Для визначеності вважатимемо, що а > Ь > с. Нескладно

геометрично довести, що Н^В <АгВ. Це означає, що потрібно
довести нерівність

а + с -Ь

О <Р-С�
2а

або

а2 + с2 - Ь2 - а2 - ab + ас < 0,
або

(с - Ь)(с + Ь) + а(с - &) < 0,
або

(с - Ь)(с + Ь + а) < 0.

Оскільки а-ЬЬ-Ьс>0,то отримали правильну нерівність Ь > с,

а це означає, що вихідну нерівність доведено.
2°. ТочкиА1іМ1
Доведемо, що за умови а>Ь>с точкаΜх ближча до В, ніж до

Аг
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Дійсно, � -

a + b�- < 0, або Ъ � О 0.
2 2

3°. Точки і Αχ (£х � основи бісектрис Ζα).

Відомо, що ЦВ = -

ас
. Порівняємо р

-

с і
ас

. Доведемо,
Ь + с Ь+с

що
ае

<
а + ^~с

t Маємо 2ас - ab - ас - b2 - be + Ьс + с2 < 0,
Ь + с 2

с2 � Ь2 + а(с - Ь) < 0, (с - Ь)(с + b + а) < 0. Оскільки Ь > с, то

нерівність доведено.

Конкуренція 3. Якщо b > с > а, то BLr <р-с <AL2.
Довести.
�Доведення; 1) Доведемо, щоАЬ2 >р- с, або

Ьс а + Ь-с
�� > .

а + с 2

Ця нерівність рівносильна нерівності:
2Ьс > (а + с)(а + Ь-с),

звідки Ьс> а2 + ab- с2; с2 - а2 + be - ab > 0,

(с
- а)(с + а) + Ь(с - а) > 0,

отже, (с - а)(а + Ь + с) > 0. Оскільки с > а, то нерівність доведено.

2) Нерівність р
-

с > BL,, або
α + ~ с

>
ас

доводиться
2 Ь + с

аналогічно. ·

Теорема синусів для двох півпериметричних прямих
Нехай пряма ААг утворює кут αχ зі стороною, що має з нею

спільну вершину, і кут а2 зі стороною, що протилежна цій

вершині (рис. 65.5) Аналогічно пряма ВВг утворює кути βχ і β2,
пряма ССХ � кути γχ і γ2. Маємо рівності:

sin(A-ax)
=

sin βχ .
sin γχ _

sin(B -βχ)
sin α2 sin β2 sin γ2 sin β2

Дійсно, в трикутникахАРСг ІА1РС:АС1 =А±С і ZAPC1 = ZAXPC,
значить, рівні радіуси описаних навколо них кіл, відповідно

sin(A - αχ)
_
РСХ

(1)
sin α2 PC

Розглянемо трикутники ВРС± і РХРС:
Βίηβ! РСХ (2)
sinp2 PC
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Порівнюючи рівності (1) і (2), маємо ΞΞίή�Ξΐΐ =

shl Pi
.

sm α2

Друга пропорція доводиться аналогічно.

Жергона маємо рівність

sin β2
За теоремою

sina!
+

sinpt
+

sin γ!

sin ax + sin a2 sin βχ + sin β2 sin γχ + sin γ2

Півпериметричний трикутник (АР)
Чи можнаутворити трикутник із трьох висот? Не завжди. А із

конкурентоздатних відрізків? Спробуємо дослідити це.

Щоб такий трикутник існував, повинно бути:

(р - а) + (р - &) > р -

с,

або

р-а-Ь>-с,

або Sc> а + Ь, с >
а + Ь. Аналогічно а > і b >

З 3 3

Отже, трикутник зі сторонами (р - а), (р
- Ь), (р

- с) існує тоді
і тільки тоді, коли

+ с
а >

З

а + с

З
ь >

а + Ь

З
с >

Задача-жарт (конкуренція). Додамо Ці нерівності:

3(а + Ь + с)
2(а + Ь + с)

отримали правильну нерівність. Та чи означає це, що АР існує за

будь-яких а, Ь, с!

Відповідь: ні.

Зустрічне запитання � а чому?

Трикутник Р (АР)
1. Периметр (2Рр) дорівнює половині периметра ААВС:

Доведення очевидне.

Позначимо відрізкир - а, р
- Ъ, р

- с як t2, t3.
Знайдемо Рр

-

tv
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η , ρ , . -(Ρ -α,-α) 1 ,
,

.

- <ι = - - (Ρ - α) = = - (« - ίι)·

Аналогічно Ρρ
- ί2 = � (b -t2); Pp-t3 = � (с - А3).

2 2

sp1
2 =4^(а~№ ~ ^(с - *з)> Sp = ~^]р(.а~Ч)(Ь-t2)(c-t3).r 2 8 r 4

Рівняння зв�язку

ПозначимоS1=p-a+p-b+p-c
= 3p-2p=p, отже,

Ss=(p- а)(р - b)(p - с) = �; S3 = �,
Р Р

S2 = (p- а)(р -b) + (p- а)(р -с) + (р- b)(p -c)=pz-pb -ар +

+ ab+p2-pc-pb + Ьс +р2-рс -ра + ас = Зр2 -2р(а + Ь + с) +

+ аЪ + ас + Ьс = Зр2 - 4р2 + аЪ + ас + Ьс = -р2 + (ab + ас + Ьс).

S2
= -р2 + (ab + ас + Ьс).

За теоремою Вієта для кубічного рівняння з коренями ар а2,
а3 маємо:

χ3*- х2(ах + а2 + а3) + х(ага2 + аха3 + а2а3)
-

а1а2а3
= 0.

Для півпериметричного трикутника:

S2
х3 - х2р + х(�р2 + аЬ + ас + Ьс) = 0,

Р

або остаточно

рх3 -р2х2 - х(р3-p(ab + ас + Ьс)) - S2 = 0.

Конкурентне рівняння
(двійник формули Герона)

1
+

1
+

1
= _1_ , *ч

(р - а)(р -Ь)
+

(р- Ь)(р -с)
+

(р- а)(р -с) г2'

Доведемо її. Перетворимо ліву частину рівності:

р-с+р-Ь+р-с_ р р2
_

1

(р - а)(р - &)(р - с) (р - а)(р - Ь)(р - с) S2 г2
�

Рівність (*) еквівалентна формулі Герона:
S2 =р(р - а)(р - Ь)(р - с).

Конкуренція: тригонометричний аналог формули (*):

А В В С А С
Ί

tg~tg- + tg-tg~ + tg-tg-.l.
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Вправи

1. Довести, що ��- =

tg-y tg·^.
η , А

,
В

,
С ρ A . В . С г

4. S = (p-a)2tg�ctg�ctg�.
2 2 2

к +
A

+
B

+
C

5. rctg� ctg�ctg� = p.

Ще раз формула Герона

Маємо

,
А

±
в

+
с

+
А

+
в

+
с

ctg� + ctg� + ctg� = ctg�ctg�ctg�,

або r(p-a+p-b+p-c) = ^(p - a)(p - b)(p - c).

Враховуючи формулу S = r*p, отримаємо формулу Герона.

Нерівності з конкурентоздатними відрізками
І тут «пригоди»

У «Сборнике задач по специальному курсу элементарной
математики» (М.: Высш. шк., 1960) я зустрів задачу (гл. XVII,
№ 132):

I Довести для трикутника співвідношення 2д/(р - Ь)(р - с) < а.

�Доведення очевидне: оскільки а = (р - Ь) + (р - с), то за

співвідношенням між середнім геометричним і середнім
арифметичним:

7(р-b)(p-с) <
р Ь*р с, або 2д/(р - Ь)(р - с) < а,

Zu

що й потрібно було довести.
·

Виявляється! Виявляється, що ця нерівність приводить до

знаменитої нерівності R > 2г.

Дійсно,

2д/(р - Ь)(р - с) < а, 2у/(р - а)(р - с) < Ь, 2у/(р - а)(р - Ь) < с,

звідси 8(р
- а)(р - b)(p - с) < abc, або 8S2 < abc ·р, або 2S < Rp

(S = r�p),2r<R.

І Задача. Довести, що 16Sp <р2 (Sp
� площа ΔΡ).

�Доведення. Оскільки

Sp = ^(Pia-t^b-t^c-ts))2 <

� �12 �13 + 2р ) _p_
16

отже 16S<p2. ·
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Конкуренція 4. Довести, що ίχ4 + ί24 + ί34 і S2.

�Доведення. Маємо S2 = (ίχ + t2 + ί3)ίχί2ί3. Також маємо

нерівність + *24 + Ч4 - *1*2*3 (*1 + *2 + *з) = S2· ·

Конкуренція 5. Довести, що S > Зл/Зг2. Доведемо за

допомогою нерівності (*). Маємо

11 1 1
�
_ 1 1 >

г (р-а)(р-Ь) (р-Ь)(р-с) (р-с)(р-а)

> Зз,�

Р2(Р - а)2(р - Ь)2(р - с)2

-г > З?,
r2S2

або ί > 27-^Ц-, або S > З43г2.
r2S2

Для самостійного розв�язання

Побудувати трикутник за

1) *χ5 *2> ^3�
2) р -

а; р
-

с; ZA;

3) р
-

a; b + с; ZA;

4) р -

a·, b; ZA;
5) р -

а; АГ; R;
6) р

-

с; АГ; ZA.

Глава 66

ЄДИНА І НЕПОВТОРНА

Як ви, звісно, здогадалися, мова піде знову про задачу.

Спробую пояснити, чим вона заслугувала таку честь.

Справді, з�явившись на Міжнародній математичній

Олімпіаді в 1978 р., вона й досі обговорюється.

Для її розв�язання використовується геометрія, допоміжне

коло, тригонометрія, лема Архімеда, теорема Кезі, теорема

Паскаля, формула Ейлера. Ну яка задача зможе похвалитися

таким списком?
Почнемо з того, що початковаумова задачі, запропонована на

Міжнародній олімпіаді, була перевантажена � слово

«рівнобедрений» було зайвим. Але саме таку умову опублікував вперше

журнал «Квант» (М. 537).
Коло внутрішньо дотикається до кола, описаного навколо

рівнобедреноготрикутникаАВС, атакож рівних сторінАВ іАС
цього трикутника в точках Р, Q відповідно. Доведіть, що
середина відрізка PQ є центром кола, вписаного в трикутник
ABC.
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Наведемо доведення відомого
московського математика,

співробітника журнала «Квант» М. Васильєва.

�НехайAH� � висота трикутника

ABC, Е � середина відрізка PQ,

Ох � центр даного кола, Т � точка

перетину даного кола з описаним

навколо трикутника (рис. 66.1).
Очевидно, що точки Е і Т належать

прямій^4Н.
Проведемо через точку Т

дотичну до даного кола (отже, і до кола,

описаного навколо трикутникаABC). Нехай вона перетинатиме

прямі АВ і АС в точках Вх і Сх відповідно. Трикутники ABC і

АХВХСХ гомотетичні з центром гомотетії в точці А і деяким

коефіцієнтом k. Очевидно, ЩО І3 прямокутних три-

АВ
кутників АНВ і АВТ маємо, що AH

= ABcosa, AT =

cosa

(a = АВАН = АСАН), отже,

k = cos2a.

Аналогічно, із прямокутних трикутниківАЕР і АРОχ:
АЕ 2

= cos a.

АСХ

Тому при гомотетії точка Е перейде в точку Οχ, а оскільки

точка Οχ � центр вписаного в трикутникАВХСХ кола, то точкаВ

буде інцентром трикутникаABC! ·

Тепер наведемо розв�язання удосконаленої задачі, забравши
слово «рівнобедрений»:

Коло дотикається до сторінАВ іАС трикутникаАВС в точках,
Р і Q відповідно, а також внутрішньо дотикається до кола,

описаного навколо цього трикутника. Довести, що інцентр І

трикутникаABC збігається з серединою відрізка PQ.

Перший спосіб (за допомогою тригонометрії).
�Щоб довести, що точка Е, середина відрізка PQ, є інцентром

трикутникаABC, достатньо показати, що

АВ =

. А
�

sin�

2

де г � радіус кола, вписаного в трикутникABC.
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Дійсно, оскільки АР = AQ, АОг ± PQ

(Ох � центр даного кола), а точка Е

належить прямійАОг (рис. 66.2).
Оскільки інцентр також належить прямій АОг
(бісектрисі кута А), то щоб довести, що

точки Е і І збігаються, достатньо

показати, щоАЕ
= АІ.

sin�
2

отже, потрібно довести, що АЕ = �.

. /і
sin�

2

Позначимо � радіус кола, заданого в умові: OTQ
=

rv Із

трикутників OtEQ іAEQ маємо:

EQ

cos ZEQOj

АБЬё� sin �

А = АЕ .

А 9 А
cos� cos �

2 2

А

2
Звідки АЕ =

гг cos2
Отже, для доведення формули (1)

достатньо показати, що

cos � = г. (2)

Тут доречно буде провести аналогію з тригонометричним

доведенням формули Ейлера {ОІ2 = R2 - 2Rr) (див. книгу

«Треугольник и тетраэдр в задачах»).
Оскільки задане коло и коло, описане навколо трикутника,

дотикаються, то 00х =R
-

гр деR
� радіус описаного кола. Точка

Ох належить бісектрисі кутаА, тому

ZOAOX =

ZB-ZC

2

(вважаємо, що ZB > ZC). Застосуємо теорему косинусів до

трикутникаАООХ:

AO = R, ΑΟ1=-^-Γ,
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отже,

(R
- гх)2 = R2 - 2R · �2�cos B-C r·?+ і

А B-C
- 2R sin�cos + 2R sin2

2 22

2A . A( B-C
η cos � = 2jRsm� cos1

2 2 12
cos -cos

B + C

22

Оскільки за відомою формулою права частина рівності
дорівнює г, то

2 А

η cos � = г,1
2

тоді формулу (2), отже, і саму задачу, доведено.
·

Для доведення іншими способами нам знадобиться лема

Архімеда.

Лема Архімеда

Якщо деяке коло дотикається до заданого кола і його хорди,
то пряма, що з�єднує точки дотику, проходить через середину

дуги, що стягується хордою.

�Доведення. Перший спосіб. Нехай О, � центри даних

кіл, Г1, Т2 � точки дотику кіл і хорди ВС більшого кола, А �

ТОЧКа ПереТИНу прямої 'Т1 'Т1 я fu ττκττττ&πντ τζηττητντ Фптлхг vmTXT/TTZT/r

A

Сі

Рис. 66.3

Другий спосіб. Розглянемо

гомотетію з центром в точці Ту і коефіцієн¬

том �, де R і г � радіуси великого і
г

малого кіл (рис. 66.4). При такій

гомотетії менше коло перейде в більше,
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а хорда ВС � в дотичну t до більшого кола в точці А, при цьому
ί II ВС. Оскільки в такому випадку иАВ

= иАС, то лему Архімеда
доведено.·

Другий спосіб (за допомогою леми Архімеда
і допоміжного кола)

� Збережемо всі позначення із «тригонометричного способу».
Нехай Т� точкадотику заданого кола і кола, описаного навколо

трикутникаАВС (рис. 66.5). Проведемо бісектрису кута ВТС.

Нехай вона перетинатиме відрізок PQ у деякій точці D.
Доведемо, що

ZPCD = � ZACB.
2

Дійсно,

(3)

ACPD + ACTD = 180°- 90°-� I+ -ZCTB =

2) 2

= 90° + � + -(180° - А) = 180°.
2 2

Відповідно, чотирикутник CPDT � вписаний, тому
ZPTD = ZPC7).

Скористаємося лемою Архімеда. Нехай пряма РТ перетинає

більше коло в точці F. Тоді u CF = uAF = � u AC.
2

/А RC
Маємо обчислення: ZCTD = ZCTF + ZFTD = + ZACD.

2

З іншого боку:

ACTD = -АСТВ = -(180° - А) = 90°- �,
2 2 2



w3

Рис. 66.6 Рис. 66.7

відповідно,

90°-
ZBAC

2
+ ZACD, ZACD =

ЛАСВ

2

Рівність (3) доведено, відповідно, CD � бісектриса кутаАСВ.
Аналогічно доводиться, що BD � бісектриса кута АВС, тоді

точка D � інцентр І трикутника АВС, отже, D � середина PQ

(AP=AQ).·

Третій спосіб (теорема Кезі � доведена і може

застосовуватися до даної задачі)

Теорема Паскаля

Якщо шестикутник ABCDEF вписано в коло і протилежні
його сторони (АВ і DE, ВС iEF, CD і FA) не паралельні, то точки

перетину продовжень цих сторін лежать на одній прямій
(рис. 66.6).

Четвертий спосіб (застосування теореми Паскаля
і леми Архімеда)1

�Доведення. За лемою Архімеда пряма РТ перетинає дугу

АС в її середині � точці W2 (рис. 66.7).
Аналогічно пряма TQ перетинає дугуАВ в точці W3. Перетин

прямих BW2 і CW3 � є інцентром І трикутникаАВС.

Доведемо, що він належить відрізку PQ.
Розглянемо шестикутник TCW^WqB. Точки перетину його

протилежних сторін (Р, I, Q) належать одній прямій PQ. ·

Гадаю, що застосування знаменитих теорем для доведення

запропонованої задачі цим не обмежиться. Подивимося!

1 Доведення задачі взято з книги Лейфура В. М., Мітельман Ш. М.,
Радченко В. М., Ясінський В. А. Задачі міжнародних математичних

олімпіад. � Львів, 1999.
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Гдава67

СВЯТО, ЯКЕ ЗАВЖДИ

Ефект оберненої задачі досить часто підсилюється
несподіванкою. Здавалося, що трапеція, а особливо трапеція

рівнобедрена, досліджена вздовж і впоперек. Авсе ж... Всеж одна

із обернених задач не залишала мене в спокої:

Довести, що якщо в трапеції АВСВ, де АВ і ВС � основи

(АВ > ВС), АВ + ВВ = АС + СВ, то трапеція рівнобедрена
(Методи розв�язання задач з геометрії. � К.: Абрис, 1994).

Її розв�язання (алгебраїчне) мені не подобалося, бо було надто
громіздким. Та що поробиш, якщо іншого немає...

Аж якось... а «якось» це розтягнулося на цілих вісім років �

вдалося! Ось інше розв�язання:
� Оскільки АВ + ВВ = АС + СВ, то периметр трикутника

АВВ(2р2) дорівнює периметру трикутникаАСВ(2рх) (сторонаАВ
у них спільна) (рис. 67.1). Але трикутники АСВ і АВВ

рівновеликі, а оскільки периметри в них рівні, то рівними будуть
і радіуси вписаних кіл (ίχ і І2 � їх центри) (рис. 67.2).

Позначимо К�1 і точки дотику цих кіл з боковими

сторонами трапеції. Оскільки СК^
=

рх -AD, а ВК^ �р2 -AD, ірх =р2,

toCK-l �ВК^, тоді Zi1CJK'1=ZI^BK-l', або ZACB=ZABB, звідси стало

очевидним, що трапеція рівнобедрена. ·

Навіть більше!

Маємо нову обернену задачу:

І
Якщо в трапеції АВСВ периметр трикутника АБО дорівнює
периметру трикутникаCOD (О � точка перетину діагоналей),
то трапеція рівнобедрена.

� Оскільки трикутникиАБО і COD рівновеликі, то доведення

аналогічне до попередньої задачі. ·

Але не будемо поспішати зі святковим феєрверком, який,

мабуть, заслужений! Свято триває: його нам подарують кутиАВВ
іАСВ (рис. 67.1)! Для мене досить очевидним був факт, що
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із рівності цих кутів маємо рівність

відрізків АВ і CD.
Дійсно, оскільки кути рівні, то

точки А, В, С, D належать колу,

а трапеція, вписана в коло,

рівнобедрена. Отже, очевидний на

перший погляд факт рівності бічних

сторін потрібно доводити за

допомогою кола. Факт цей ще більш

чудовий тому, що рівність
«аналогічних» кутів (наприклад BAD і CDA) не потребує
«допоміжного» кола для доведення рівнобедності трапеції. Мщке, існує
інше доведення?

ІснуєІ
Але перед тим, як з ним ознайомитися, спробуйте довести

самостійно.

Отже, трикутник ABD дорівнює трикутнику ACD за...

стороною, протилежному куту, висоті, опущеній на цю сторону

(a, A, ha).
Рівність таких трикутників спробуйте довести самі, а якщо

не вийде � див. «Метод ланцюжка» в «Методах розв�язання
задач з геометрії».

І, на завершення, про «вишукану» рівність трикутників, яку
не завадило б і запам�ятати.

Доведення задачі Штейнера-Лемуса: якщо бісектриса Іс
дорівнює бісектрисі Іь, то b = с (рис. 67.3). Трикутники АВВ1
і АССг рівні (трикутники Паппа) за а, А, Іа. Ще раз � фейерверк!
Свято на славу геометрії!

І на десерт...

І
Задача. Нехай Μγ � середина основи AD трапеції ABCD.

Довести, що якщо АВ + ВМХ = CD + СМХ, то трапеція
рівнобедрена.
Задача. Нехай Βχ і Е2

� середини сторін АВ і CD трапеції
ABCD. Якщо периметри трикутників AB±D iAE2D рівні, то

трапеціяABCD � рівнобедрена. Довести.
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ЧАСТИНА II

СТЕРЕОМЕТРІЯ

Глава 68

СТРИБНУТИВИЩЕГОЛОВИ

Використати формулу об�єму піраміди £
б

Sin φV =

для школяра
� неабиякий стрибок, тому що вона, ця формула,

«не за програмою». А довести цю формулу у новий спосіб, який

не має нічого спільного з відомим, який ніде не був
опублікованим � це стрибок ще «крутіший» за перший, стрибок, яким

можна гордитися.

�Отже, спосіб перший (традиційний): αχ, а2
� довжини

мимобіжних ребер тетраедра, що перехрещуються, d � відстань
між ними, φ

� кут між ними. Нехай B1ABD � заданий тетраедр.

ВВг = av AJD = а2. Доповнимо його до паралелепіпеда (рис. 68.1).
Позначимо VTi Vn відповідно об�єми тетраедра і паралелепіпеда.

Тоді ОСКІЛЬКИ

Г

6
VT = -H-SABD '^SaBCD J.

6
- �HSabcd -~νπ·

Оскільки відстань d дорівнює відстані між гранямиAA-J^D і

ВВХСХС, то Vn = d ·

Але SBJ3iCiC
= ΒΒχ · BCsinZBxBC.

Оскільки ВС = AD, ЛВ^С =

φ, то 5ВВіСіС
= ВВ± · ABsinip,

ормулу V = �a1a2dsm^ доведено.·
а

А тепер... Спосіб другий!

Доведення по-новому!
�Розглянемо тетраедр SABC (рис. 68.2). Проведемо переріз

FBC через ребро ВС і відрізок FE, перпендикулярний до ребер
AS і ВС. Зрозуміло, що FE = d.

Розглянемо тетраедр SFCB. Проведемо через точку F пряму

t, паралельну до ВС, і опустимо перпендикуляр SBTX на неї.

Доведемо, що ВВГХ � висота цього тетраедра. Для цього доведемо,
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що відрізок FE перпендикулярний до площини SFt. Дійсно,
оскільки пряма t паралельна до ВС, прямаFE перпендикулярна

до SF і FE перпендикулярна до ί, то відрізок перпендикулярний
до площини FSHV відповідно, SH1 перпендикулярний до FE.

Отже, SH1 ± FE і SH1 ± t, відповідно, відрізок

перпендикулярний до площини FBC, або SHX � висота піраміди
SFBC.

Позначимо V� об�єм тетраедра SABC, Vj � об�єм тетраедра
SFBC, V2 � об�єм тетраедраAFBC, Q � площа перерізу FBC. Із
точки А опустимо на пряму t перпендикуляр АН2. Аналогічно

доводиться, щоАН2 � висота тетраедраAFBC.

АН2 = FAsinZAFH2 =AFsimp.
Маємо

η = -S#! Q = �FS· sin<p · Q, V2 = -AH2 · Q = -FA · sin<p · Q.
3 3 3 3

Оскільки V = + V2, to

V = � sincp · Q(FS + FA) = �BC � FE � SAsincp = �a^d sin <p.
·

3 6 6

От вам і стрибокі

Гвава69

ПОШУКНЕТРИВІАЛЬНИХ КУТІВ У ПРАВИЛЬНІЙ
ПІРАМІДІ

Правильна піраміда вже однією своєю назвою настроює на

мажор. Досліджена вздовж і впоперек, вона настільки відома,
що дає можливість досить швидко знайти шлях для розв�язання
більшості задач як «чистої» стереометрії, так і задач геометрії
із «застосуваннямтригонометрії». Але... Несподіванкиможуть
з�явитися уже тоді, коли потрібно провести не «звичну» висоту
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піраміди із вершини на основу, а із вершини основи на бічну
грань. Ніби загіпнотизовані, не лише шкільні підручники, а

й посібники для абітурієнтів штампують в умові кут нахилу

бічного ребра піраміди до основи. Разом з тим значно цікавішими
є кути нахилу ребер основ до бічних граней піраміди. Саме про
такі кути йтиметься далі. Зовні схожі на загальноприйняті, такі

кути дають можливість глибше осягнути суть стереометрії й з

подивом зрозуміти, що навіть у правильних пірамідах існують
нестандартні ситуації у, здавалося би, зовсім елементарних

випадках.

Вивчення почнемо з кутів правильної трикутної піраміди.

Правильна трикутна піраміда

Загальна умова: дано плоский кут а при вершині
правильної піраміди SABC.

1 Задача 1. Знайти кут х між ребром SA і гранню SBC.

�Врахуємо, що вершинаА проектується в ортоцентр Награні
SBC (рис. 69.1). Застосуємо «формулу трьох косинусів»:

cosZASC = cosZASH1 · cosZCSH1,
або

a cosa
cosa = cosx cos� , cosx =

2 a
cos�

ί Задача 2. Знайти кут нахилу х ребра основи до бічної грані.

�Знайдемо кут АСН1 (рис. 69.1). Задача аналогічна до по¬

передньої:

cosZACB = cosZH^B · cosZACHp

cos 60° = cos�cosx,
2

cos x = �-�. ·

2cos�

2

(Задача
3. Знайти кут x між висотою

ВМ основиАВС і бічною гранню SBC.

� Оскільки проекцією вершиниА буде

ортоцентр грані SBC, то проекцією
точки М (рис. 69.1) буде точка К �

середина СНГ Знайдемо СК:
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МК

MB

4 cos2 � -1

Тоді sin X =

2д/з cos�

2

І

І
Задача 4. У правильній трикутній піраміді SABC АВ �

сторона основи� утворює з площиною SAC кут, що дорівнює
φ. Знайти бічну поверхню піраміди, якщо сторона основи

дорівнює а.

�НехайН� проекція вершиниВ на грань SAC (рис. 69.2). Тоді
ZBAH =

φ, AH
=

acos<p. Позначимо R � радіус кола, описаного

навколо трикутника SAC. Маємо

AH = 2Rcos90°--
I 2

= 22isin�.
2

Отже, acosq> = 2.Rsin
α 1

звідки cos� = ;
2 2cos<p

a 4. aα

1

SE =

a
cos�

2

і 2 a

1 - cos �

2

coscp

1

4 cos2 φ

a 1

^4cos2 φ-1
a

2

і
CL 1 3 2

2 ^4cos2φ-l ®

1

д/зіп(60° - φ) sin(60° + φ)

(Задача 5. Знайти кут між апофемою піраміди SE і гранню

ASB, якій вона не належить.

�із точки С опустимо на грань SAB перпендикуляр СНг
(рис. 69.3). Оскільки площина СНгВ перпендикулярнадо грані
ASB, то перпендикуляр EF, опущений із середини сторони ВС,
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точки Е, на грань ASB, належить

площині СН^В. Шуканий кут � кут ESF,

(із АСЯХВ).

sin Z.ESF =

FE

SE'

Cl GL
НехайВС = a, SE = �ctg�. Знайдемо

2 2

CHl (H± � ортоцентр грані SAB).
Застосуємо «формулу трьох косинусів»:
cosZABC = cosZH^BC · cosZi^BA,

cos 60° = cosx · cos�; cosx =

2

1

2cos �
2

CHr = a sin x = ay]l- cos2 x - a Il - -

4 cos' 2 cos

FE = -CH1 =

2
1

4cos�
2

4cos2-|-1, sin /.ESF =

sm
A 2^14 cos 1

О 2 a

2 cos �

2 a
4 cos2

7j·
� 1;

a 2 V

Правильна чотирикутна піраміда
Загальна умова: плоский кут при вершині S правильної

чотирикутної піраміди дорівнює а.

І Задача 1. Знайти кут нахилу ребраAD до площини SDC.
� Проведемо осьовий перерізSMN (рис. 69.4). Шуканий кут х �

це кут MNS: позначимо О � центр основи, а � ребро основи.
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a · 2
cosx = ·

ON

SN
� = tg �.Отже, cosx = tg �. ·
ct 2 2

2 · a · ctg �
2

і Задача 2. Знайти кут нахилу ребра SC до грані SAD.
�Проведемо через точку S пряму І, паралельну до ребра AD

(рис. 69.5). Із точки D опускаємо перпендикуляр DDt на/. Через

jDjDx і і проводимо площину πχ. Опускаємо перпендикуляр SK на

πχ. Кут KSC
� шуканий (угол х). Дійсно, AD ± DD1 і AD ± DC,

отже, реброAD перпендикулярне до площиниDXDC (площина π2),
тоді площини πχ і π2 перпендикулярні. ПерпендикулярКС, який
належить площині π2, перпендикулярний до площини πχ, отже, і

до грані SAD. Відповідно, кут KSC � шуканий. Знайдемо його.
Нехай Z.KSC = х. Із ASKC:

sm χ = ·

КС

sc�
SC =

о
· a

2sin�

(a � ребро основи). Введемо позначення: φ
� кут KDC. Кут φ �

кут нахилу бічної грані піраміди до основи. Із цього маємо:

ї(р = tg~. Тоді СК = CD · sin<p = a^l - tgІ
2

Отже,

КС
"

у
sm χ = =

SC

. a L
,

9 a a r~.
= 2sm� · Jl - tg � = 2 tg �Vcosa.

2 V 2 2

2sin-

І Задача 3. Знайти лінійний кут двогранного кута між проти-
�

лежними бічними гранями.

�Знайдемо кут між гранями SAB і SDC (рис. 69.6). Із умови
АВ II DC випливає, що ребро двогранного кута паралельне доАВ

і DC. Проведемо апофеми SN і SM. Нехай Z MSN = х. Знайдемо
його.

. χ ON
sin- =

2 SN

а · 2 tg�6
9 . χ

,
a _

sin� = tg�.·
2a 2 2

І
Задача 4. Знайти кут між

апофемою SE грані DSC і грані
ASB.

� Проведемо осьовий переріз SKE
(цей переріз перпендикулярний до

площини SAB, отже, висота ЕМ

трикутника SKE буде
перпендикуляром до площиниASB (рис. 69.7)).
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Шуканий кут KSE
= х. А цей кут знайдено у попередній задачі.

Отже, sin� = tg�. ·
2 2

І Задача 5. Знайти кут між апофемою SE і гранню SAD.

�Задача є наслідком задачі 2: знайти кут між ребром SC
і гранню SAD. Це буде кут ESD2 (Ζφ), де ED2 ± KD (рис. 69.8)

d2e
sm φ

= �-�;4
SE

-ал1-tgSE = �ctg�; D2E = -CK =

2 2 2

і 4. 2 a

1 - tg � I

У 2
= tg%J1-tg2-J.·

2 4-
a

�actg �
2 V 2

2

2

2 a

Глава 70

ЗАПЛАНОВАНІ НЕСПОДІВАНКИ
В ПРАВИЛЬНІЙ ПІРАМІДІ

Вивчення рівностей як лінійних, так і кутових елементів

плідне в планіметрії (згадайте хоча би задачу Штейнера-Лемуса).
Стереометрія не розбалувана подібними ситуаціями, хоча,

звісно, окремі задачі зустрічаються в практиці конкурсних

екзаменів. Вивчення зв�язку між кутами правильної піраміди
необхідне для розв�язання задач. Тому привід вернутися до

цього питання закономірний (у цьому і полягає запланованість

проблеми). Тим більше, що кожна із задач, сформульована як
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рівність пари неодноіменних кутів правильної піраміди,
відрізняється одна від одної як за геометричним розв�язанням,
так і за отриманими результатами.

І. Правильна трикутна піраміда

І
Задача 1. У правильній трикутній піраміді плоский кут при
вершині дорівнює куту між бічними ребрами і основою.
Знайти цей кут.
�У правильній трикутній піраміді SABC (рис. 70.1) точка О �

центр основи. За умовою ZBSC
= ZSBO. Позначимо його а. За

формулою трьох косинусів: cosJ 90°-- = cosa · cos30°, або

.a л/3 Л /І-cosa /тsm� = cosa , або 2J = у 3 cosa.
2 2 V 2

Тоді 2(1
- cosa) = 3cos2a, 3cos2a + 2cosa -2 = 0,

-1±л/7 -1 + л/7 -

cosa =
, a = arccos .

·

3 3

Задача 2. У правильній трикутній піраміді плоский кут при
вершині дорівнює двогранному куту при ребрі основи. Знайти
його.

�У піраміді SABC (рис. 70.2) ZBSC = /£ЕО = а (Е � середина

а а ад/з
ребра ВС). Маємо (покладемо ВС = a): SE = �ctg� ; SE = ;

2 2 6 cos a

α
Λ

a
� ctg� =

2 2 6 cos a

ал/з ,
a 1

, отже, ctg� = -t=

2 y3cosa

1 + cos a

1 - cos a 3 · cos2 a
Нехай cosa = у. Отримали рівняння Зг/3 + Зг/2 + у

- 1 = 0.

Шуканий кут � корінь цього рівняння. ·

С

Рис. 70.1

С

Рис. 70.2

, або
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Задача 3. У правильній трикутній піраміді кут нахилу
бічного ребра до площини основи дорівнює двогранному куту при
ребрі основи. Знайти цей кут.

� За умовою ZSBO = ZSEO (Е � середина ВС). Нехай сторона
основи дорівнює а (рис. 70.3). Тоді

SO = tga і SO = - tg a.

З 6

Отримали протиріччя. За такої умови піраміда не існує. ·

І
Задача 4. Знайти плоский кут при вершині правильної
трикутної піраміди, якщо він дорівнює двогранному куту при
бічному ребрі.

� За умовою ZBSC
= ZCDB = а (рис. 70.4). Із трикутника ВВС:

DC = �-� (a � сторона основи).

2sin�
2

Із трикутникаADC: DC = a si:
0t І Ot

90° = a cos �. Отже,
2J 2

= cos �; sina = 1; a = 90°.
o

. a 2
2sm�

2

За такої умови піраміда прямокутна. ·

Задача 5. Знайти кут нахилу а бічного ребра SA до основи

правильної трикутної піраміди SABC, якщо він дорівнює
двогранному куту при бічному ребрі.

�Нехай О � центр основи ABC піраміди (рис. 70.5), Е � се¬

редина ВС. Тоді DE = �ctg�(&CDE), DE = -^^-sina (ΔΑΏΕ).
2 2 2

С

Рис. 70.3 Рис. 70.4
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Маємо д/з sin α = ctg
α,

ЇЇ
Розв�яжемо рівняння

2V3sin-
2

sin
2 Ot

=

1

2
"

2д/з
� а

= 2 arcsin

І
Задача 6 (!). Знайти кут нахилу бічного ребра правильної
трикутної піраміди до основи, якщо він дорівнює куту нахилу
бічного ребра до бічної грані.
*Перший спосіб. Нехай АНГ1 � висота піраміди (рис. 70.6),

ZASH1
= Z.SBO = а. Для ZASH1 за теоремою трьох синусів:

cosB = cos ct-cos�

2
(1)

(ввели Ζβ � плоский кут при вершині піраміди). Для ZSBO
аналогічно

. β 7з
sin� = cosa .

2
*

2

Виразимо cosa із рівностей (1) і (2):

cosp

(2)

cosa =

β
�

cos �

2

(Iі)

cos a = ·

Порівнюючи (Iі) і (2 і), маємо:

2 sin�

2

Vs
' (21)

cos β 2 . β
-

7=-Sin �,
fe 2

Β
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або tg β = л/з, β = 60°, cos a = -І=.
�Js

Отримали правильний тетраедр.

Другий спосіб. Трикутник SBO дорівнює трикутнику ASH1:
ОВ = SHlt звідси ZBSC = 60°, отже, тетраедр правильний. ·

Задача 7. Знайти кут нахилу бічного ребра до площини бічної

грані правильної трикутної піраміди, якщо він дорівнює
двогранному куту при бічному ребрі.
�Нехай CDB � лінійний кут при ребріAS (рис. 70.7).
Позначимо ZASH1 = ACDB = a, ZBSC = β. Із &ESC (Е �

середина ВС):

a = 2SCsin�. (1)
2

Із &DCE: а = 2DC � sin�. Але DC = SC · δΐηβ (ASDC), отже,
2

α
а = 2SCsinB · sin�.

2
(2)

β ot
Порівняємо (1) і (2) й отримаємо sin� = βίηβ · sin�, або

о β · α
1

2 cos� · sm� = 1,
2 2

звідки

β 1
cos� = -

2 π
· α

2sm�

Маємо рівність:

cosB = cosa · cos�.

2

Підставимо (3) в (4). Отримаємо:

ί λ2

(4)

-1 =

2sin�
2 j

cosa

2sin�
2

o , . 2 a 1 о · 2 a
2-4 sm �

л
1-2 sm �

~

2 cos a 2 cos a

λ
. 2 a

4 sin �
o

. a η . 2 a
2 sm� 2 sm �

2 2

о
. a

2sm�

2 C

Рис. 70.7
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. α
cos α = cos α · sin-.

2

1) cosa = 0; a = 90°; тетраедр прямокутний.

2) sin� = 1; a = 180°, тетраедр не існує. ·
2

Задача 8. Знайти кут нахилу бічного ребра до основи

правильної трикутної піраміди,·якщо він дорівнює куту нахилу

ребра основи до бічної грані. /ЛСНг = Z.SBO = а (рис. 70.8).

> Введемо Ζβ = Z.BSC. Для кута SBO sin� = cos a · cos 30°, або
2

2 . β
cosa = �7=-sm �.

2
(1)

Складемо друге рівняння. Із ΔΑΗβ: СН±
= acosa. Із АСН^Е:

СНг = ��� . Отже, acosa = ��

2cosJ β�
2 cos

Маємо друге рівняння:

cosa =

2cos �
2

(2)

о β 1 /Я
Із рівнянь (1) і (2): -j=sin� =

τ-, або βϊηβ = β = 60°.
у З 2 суР 2

2cos�
2

1 1
cosa = -7=; a = arccos -7=-.

V3 7з

Задача9. Знайтидвограннийкут при
ребрі основи правильної трикутної
піраміди, якщо він дорівнює куту

нахилу ребра основи до бічної грані.
Маємо ААСН1 = ASEA = а.

� АНХ= �sina (ΔΑΗ^Ε) (рис. 70.9).
2

В АНг = asina (ΔΑΗχ0),

sina = asina,
2

такої піраміди не існує. ·
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I
Задача 10(!). У правильній трикутній піраміді двогранний
кут при бічному ребрі дорівнює куту нахилу ребра основи до

бічної грані. Знайти цей кут.
�За умовою ЛАСН1 = Z.BDC = а (рис. 70.10). Позначимо

β = ZBSC. За. формулою трьох косинусів отримаємо таке:

cos60° = cosa·cos �, або
2

2 cos a · cos� = 1.
2

Складемо друге рівняння. Із трикутникаADB

(1)

BD = a cos-- (a � сторона основи).

Із трикутника BDE\ BD = �Отже,
α

о · α
2sm�

2

2sin�

2

� = a cos �,
a 2

або

η . α β
2sm� · cos� = 1.

2 2
(2)

ot
Маємо систему рівнянь (1) і (2), звідки sin� = cosa і a = 60°.

2

Отже, a = 60°.·

І
Задача 11. Знайти кут нахилу бічного ребра правильної
трикутної піраміди до бічної грані, якщо він дорівнює куту

між стороною основи і бічною гранню.

* Перший спосіб. Оскільки ZASH1 = ZACHV то AASH1 =

= Δ АСНг (за катетом і гострим кутом) (рис. 70.11). Відповідно,

АС = SA, отже, тетраедр правильний;
1

a = arccos �т=-.

л/з
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Другий спосіб. Введемо Ζβ � кут
BSC:

AASHl = а,

η β
cosp = cos�-cosaH

2
(1)

(теорема трьох косинусів для кута

ASC).

sin� = cosa · sinB
2

н (2)

(теорема трьох косинусов для кута

ACS).

cos

β
sin �

РОІАІ 9 ХЧ

u, = �; cosa = �

' Отже,
cosp

sm�

cos-
sinp P sinp

�

cos
�

2

ЗВІДСИ

β =

/

a = arccos

Задача 12. Апофема правильної трикутної піраміди утворює
з основою той же кут, що і з бічною гранню. Знайти цей кут.

�Позначимо х � шуканий кут. Маємо

. a
sm�.

2

л 2 a -,
4 cos 1

sm х =

π 2α
2 cos �

де a � плоский кут при вершині тетраедра.

Позначимо β � кут нахилу апофеми до основи.

Оскільки

2tg| ,
cosp = �7=^-, то sinp = -yl-

V3

. , 2 a
4*g -

За умовою δίηβ = sinx, або

3-4tg*
2
� sin2·^ 4cos2·^-!

. 4 a
4 cos �

Маємо:

2__ (1)
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3-4

3-4tg2i
2 α

cos �

2

-1

7 cos2 � - 4

о 2 a

3cos �

2

(2)

Підставимо (2) в (1):

sin2 (4 cos2 -l) 7 cos2 Ξ _ 4

, 4 a о 2 a
�

4 cos � 3cos �

2 2

2 a m · (! - У)(4У -!) 7У " 4
г-

Позначимо cos � = у. Тоді 5
=
�-�, або

2
У

4у2 Зу

40уг - Зіу + 3 = 0.

Розв�язавши це рівняння, знайдемо кут.
*

Задача 13. У правильній трикутній піраміді SABC кут між

апофемою SE грані SBC і гранню SAC дорівнює куту між

ребром AS і гранню SBC. Знайти плоский кут при вершині

піраміди.

�Нехай a � плоский кут при вершині піраміди. Маємо

Нехай cos2 -·γ
= У-

Тоді у2 = Уз = 7» звідси a = 60°.
4

-Ібу3 + 20у2 - 4у = (1 - у)(4у - 1),

ух
= 1 � тетраедр не існує. ·
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II. Правильна чотирикутна піраміда

І
Задача 1. Знайти плоский кут при вершині правильної
чотирикутної піраміди, якщо він дорівнює куту нахилу
бічного ребра до площини основи.

� Позначимо а � плоский кут при вершині піраміди

(рис. 70.12) SABCD.

Оскільки sin-^- = cosa ·cos45°, або J-�C0Sa = cosa · -і, то
2 V 2 ТІ

cosa =
-ι+7δ

2

(Задача
2. Знайти плоский кут при вершині піраміди, якщо

він дорівнює куту нахилу бічної грані до площини основи.

�Маємо ZDSC = Z.SEO (рис. 70.13). Із ASO£:

SE = ·

2 cos a
Із ASEC: SE = �

2tg|
2 cos a

, a

a'Ctg2 .
«

�; cos a = tg �;
2 2

а a a

tg·^· = -2-� отримали кубічне рівняння, розв�язавши яке

можна знайти а. ·

І
Задача 3. У правильній чотирикутній піраміді SABCD кут
між ребром SA і площиною основи дорівнює куту між ребром
SA і площиною SBC. Знайти цей кут.

�За умовою εΐηβ = sinx, де χ � кут нахилу ребра SA до грані

SBC (рис. 70.14). За формулою sinx = 2tg�Vcosa, де
2
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α � плоский кут при вершині S. Оскільки cos β = л/ЇЇ sin�, отже,
2

sin β = Jl - 2 sin2 �. Маємо: 1-2 sin2 � = 4 tg2 � � cos а. Позначимо
V 2 2 2

sin2 � = y. Отримаємо 1 - 2y = (1 - 2y), або
2 1-у

9 � , Л
7±3 1 1

10у2 - 7у + 1 = 0. Уі,2
= Уі =-; у2 =

д·

Отже,I sin2І = -^j·; I sin2-^ | = 4- Знайдемо: cosx = V2sin�·,
2 Λ 2 2/2 5

cosxі
= 1 (для піраміди не має смислу);

/2 [2
iX2=-J-^> Х = arccosJ-.cos:

Задача 4. Знайти плоский кут при вершині правильної
чотирикутної піраміди, якщо він дорівнює двогранному куту
при бічному ребрі піраміди.

а
�Маємо ZDSC = ZBED (рис. 70.15). DE = acos- (£EDC);

&

de = (ΔΟΈΊ)). acos� =

2 sin
a 2 . a

a/2 sm�
; sin a = л/ЇЇ � не існує. ·

Задача 5. У правильній чотирикутній піраміді двогранний
кут при основі дорівнює двогранному куту при бічному ребрі
піраміди. Знайти цей кут.

В

Рис. 70.14 Рис. 70.15
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�Маємо Z.SEO = ZDFB (рис. 70.16).

SE = �ctg� (ASD.E), SE =�� (ASOE).
2 2 2cosa

? β Ϊ

;

~

ДГ' C©£& :

FD =
.β(AFDO); FD = acos·^ (AFBC):

Zo · a 2
V2 sin�

її-5: - KJ-

-a. \
-

Маємо систему:

ctg| = -J�

β 1
cos� = �

2 . a
V2 sin �

2

Із другого рівняння системи

1 1 * 1 1 2
=

-�, або = г�; cosza = -

cosa,

2 s|n2
& 1 + cos2 a 1 - cos a 1 + cos2 a
2

. Такої піраміди не існує.звідси
cos a = 0

cos a = -1

Задача 6. Знайти плоский кут а при
вершині правильної чотирикутної
піраміди SABCD, якщо він

дорівнює куту між двома

протилежними гранями.

�Скористаємося умовою і форму-

. a
,

a ...

лою: sm� = tg�; отже, такої піра-
2 2

міди не існує.
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о · a a

звідки 2sm�cos�:

Задача 7. Плоский кут а при вершині правильної
чотирикутної піраміди дорівнює куту між апофемою SE грані SDC і
гранню SAD. Знайти його.

�Скориставшись умовою і формулою кута, маємо

,
а Г

, 2 а
sma = tg �Jl-tg �,

a6°

. a
sin �

cos �

2

2cos3 � = .fccos2 �-1, 4cos6 � - 2cos2 � + 1 = 0,
2 V 2 2 2

звідси отримуємо: така піраміда не існує. ·

І
Задача 8. Знайти плоский кут а при вершині правильної
чотирикутної піраміди SABCD, якщо він дорівнює куту між

ребром SC і гранню SAD.

^Оскільки за умовою і формулою: sin х = 2 tg�Vcosa (χ � кут
2

між ребром SC і гранню SAD) sinx = sina, маємо

ox
a I r a Vcosa 2a I

sina = 2tg �Vcosa, або cos�= ; cos � = vcosa;
2 2 a 2

cos �

2

1 + cos a = 2>/cosa. cosa = 1, a = 0.

Такої піраміди не існує. ·

4y3 - 2y + 1 = 0 �

Глава 71

ПЕРЕРІЗЧОТИРЬОХОРТОЦЕНТРІВ
«Але ніхто і ніколи...»

Із пісні

Висоти піраміди варті того, аби про них говорити. Тому що
звичка�велика сила: звикли до «головної» висоти � із вершини
на основу... Як з�ясувалося (див. «Трикутник і тетраедр в

задачах »), навіть управильнійтрикутній піраміді особливо ніхто
й не помічав, що ортоцентр бічної грані може бути проекцією
вершини основи піраміди.
Ащо з висотами у правильній чотирикутній піраміді? Про це,

м�яко кажучи, писали мало... Або не писали взагалі... Не

згадували. Навіть у задачах... Навіть на іспитах...
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А дарма! Варто «запустити» задачу: «У правильній
чотирикутній піраміді SABCD кут між бічним ребром SD і бічною

гранню BSC дорівнює а...», і виникне закономірне запитання: а

де проекція вершини D?
Перед тим, як відповісти на це запитання, доречно згадати про

популярну задачу:

Із центра О основи правильної чотирикутної піраміди опущено
перпендикуляри ОК і OL на суміжні бічні грані. Знайти площу
перерізу площиною LOK, якщо /DSC

= а, 'а сторона основи

дорівнює а.

Якщо з точки О в трикутнику SAC провести перпендикуляр
ОЕ (Е є SC), то переріз BED � шуканий (рис. 71.1).

Оскільки SC ± BD, то ребро SC перпендикулярне до площини
трикутника BED, отже, трикутник BED перпендикулярний до

граней SBC і SDC. Площині трикутника BED належать чотири

ортоцентри: точка Н � ортоцентр трикутника BED, точки К

і L � ортоцентри граней SDC і SBC і точка О � ортоцентр

трикутника SOC. Цій площині також належать висоти піраміди
ВВг і DDV а знаючи це, кути нахилу ребер до бічних граней
знайти нескладно. Навіть більше � нескладно знайти кут між

діагоналлю BD і бічними гранями піраміди SABCD. Звертаємо
увагу на розташування точок Βχ і Βχ: BD± = 2BL, DB±

= 2DK,

ΒΒχ = 2ΟΚ, DDt = 2OL (оскільки ВО = OD і OL || DDV OK || BBX)
І, нарешті, про епіграф. Ніхто і ніколи (принаймні, мені так

здається) не звернув увагу на те, що рис. 71.1 � неправильний!!!
Чому? Та тому, що... Трикутник BED � тупокутний (рис. 71.2).
Дійсно, якщо сторонаосновидорівнює a, /DSC = а, то BD = ау2;

2 а !
cos 1

BE = DE = a cos�, cos /.BED = = - tg2 � < 0, a це означає,
2 за 2

cos �

2

що /BED > 90° (і правильним буде рис. 71.2).
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Глава 72

ПОШУКИ I КАВЕРЗИ ДІАГОНАЛІ ОСНОВИ ПРАВИЛЬНОЇ
ЧОТИРИКУТНОЇПІРАМІДИ

На відміну від правильної трикутної піраміди властивості

правильної чотирикутної піраміди вивчені менше. Тому такий
компонент, як діагональ основи, якого, звісно, немає в тетраедрі,
заслуговує на увагу. Розглянемо деякі власивості діагоналі BD

основи ABCD правильної чотирикутної піраміди SABCD
γ вигляді задач.

І Задача 1. Діагональ основи правильної чотирикутної піраміди
перпендикулярна до ребер, які її не перетинають. Довести.

� Доведення. Дійсно, BD ± SC за теоремою про три

перпендикуляри (узагальненою) (рис. 72.1).·

І Задача 2. Діагональ основи перпендикулярна до осьового

перерізу.
� Доведення очевидне.·

Рівність кутів

І
Задача 3. Плоский кут при вершині S у правильній
чотирикутній піраміді SABCD дорівнює а. Знайти кут між

діагоналлю BD і гранню DSC.

� Із вершини В опустимо перпендикуляр ВН на грань SDC

(рис. 72.2). Знайдемо кутBDH. ОскількиSCA.BD, то прямаВН

перетинатиме пряму SC під прямим кутом (теорема про три

перпендикуляри) в точці Е. Нехай х � шуканий кут. За

формулою трьох косинусів: cosZBDC = cosx · cosZEDC. Оскільки

ZEDC = � (із ADEC), то cos45° = cosx · cos� , cosx = .
·

2 2 a
V2 cos�
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І
Задача 4. У правильній чотирикутній піраміді SABCD кут
між ребром SA і гранню SCB дорівнює куту, який утворює

діагональ BD з цією гранню. Знайти цей кут.
�Розв�яжемо задачу двома ідейно відмінними способами.

Перший спосіб. За виведеними формулами:

sinx = 2tg�Vcosa,
2

(1)

COS χ = �

уі2 cos�
2

(2)

(χ � шуканий кут, а� плоский кут при вершині). Із формули (2):

2 1
COS X = �

2cos2-

sin2 χ = 1 - cos2 χ = 1 �

2 cos2 � -1
cosa

о 2 Ct о 2 Ct о 2 a
2 cos � 2 cos � 2 cos �

(3)

Порівняємо (1) і (3):

λ
. 2 a

4 sin �

cos

cosa . . о a 1 .

-cosa = ; тоді sin4 � = � і

2cos2� 2 8

1 2

2 a

Другий спосіб. Доведемо спочатку, що якщо прямі SA і BD,
які перетинаються, утворюють рівні кути з площиною CSB, то

SA = BD (ряс. 72.3).

Дійсно, оскільки AD || ВС, то пряма AD паралельна до

площини SBC і перпендикулярна до АН і ΰΗν які опущено із

точокА і D на площину SBC. Очевидно, що прямокутні
трикутники BDHX і SAH рівні, отже, SA = BD. Позначимо рівні за

умовою кутиASH і DBHr як х.

AASH = ADBHl = х.

За формулою трьох косинусів
cosZASB = cosZASH · cosABSH. (1)

Нехай ZASB � φ, ZBSH=у, АВ = а. Тоді BD=AS=SB=ayf2.
3

Легко визначити, що coscp = �, і за формулою (1):
4
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coscp
= cosx ·

cosy. (2)

Знову використаємо формулу «трьох косинусів»:

cosZCSA = cosZCSH · cosZASH. (3)

Оскільки SC = SA =AC, Z.CSA = 60°, то співвідношення (3)
можна записати так:

1
� = cos

2
(φ+у)· COS X.

Маємо систему двох рівнянь:
cos φ

= cos χ · cos у

2 cos χ · cos(cp + у) = 1

Оскільки cosx ψ 0, маємо (враховуючи, що coscp = �):

cos(cp + y) = �cosy;
о

З л/7 . 2
А

1
-cosy-

�

smy = �cosy; tgy = �j=;443 3V7

cos2 у =

1 63.
l + tg2y "64;

2
COS X = �7=·.

л/7
Задача 5. У правильній чотирикутній піраміді SABCD кут
нахилу бічного ребра до основи піраміди дорівнює куту

нахилу діагоналі основи до бічної грані. Знайти цей кут.

�Покажемо, що такої піраміди не існує. Позначимо х кут

нахилудіагоналіBDдо грані ASB (рис. 72.4). Z.DSA = a; ZSAO = β.
Можна показати, що

cos
α

β = л/ЇЇ cos-

Маємо cosx =

л/2 cos�

2

COSX = cosp, отже, Vi
a

cos�
1

V2 cos �

2

2
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або cos^Д α = 90°, а цього бути не може. Геометричне
2 2

доведення цього факту наведено в наступній задачі.·
І Задача 6. У правильній чотирикутній піраміді двогранний

кут при ребрі основи дорівнює куту нахилу діагоналі основи
І до бічної грані. Знайти цей кут.

� Нехай β � лінійний кут двогранного кута DC (рис. 72.5).

Нескладно показати, що

о , а

cosp = tg�
2

(а � плоский кут при вершині). Нехай х � кут нахилу
діагоналі BD до бічної грані. Тоді

1

2

За умовою cosp = cosx, або tg� =
, звідки α = 90°,

2 Vicos-
2

а цього бути не може.

Дійсно, якщо а = 90°, то SE = DE = ОЕ, тобто в трикутнику

SOE катет ОЕ дорівнює гіпотенузі SE. Отже, піраміди з такими

кутами не існує.·

Увага! Пастка!

Одна з дивовижних задач цього типу: «підступність» її

полягає в тому, що розв�язання абслютно очевидне, але... така

піраміда не існує! Отже...

І Задача 7. У правильній чотирикутній піраміді двогранний

кут при бічному ребрі дорівнює куту між діагоналлю основи

і бічною гранню. Знайти його.
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� Очевидно, що за такої умови ΔΏΕΒ (рис. 72.6)
рівносторонній, тобто шуканий кут х дорівнює 60°. Проте! У
прямокутному трикутнику ВЕС має бути ВС > BE. Але BE = BD > ВС �

протиріччя. Отже, такої піраміди не існує.·
Задача 8. Чи існує правильна чотирикутна піраміда, у якої:

1) кут нахилу діагоналі основи до бічної грані дорівнює

плоскому куту при вершині;

2) кут нахилу діагоналі основи до бічної грані дорівнює куту
між ребром DC і гранню SBC!
Відповідь: 1) існує; 2) не існує.

Глава 73

ФОРМУЛА КУТА МІЖ МИМОБІЖНИМИ ПРЯМИМИ

Мимобіжні прямі � одна з найцікавіших тем стереометрії.
Вона не має аналога в планіметрії.

Відстань d між цими прямими ми вираховували за формулою

(αχ і а2
� мимобіжні прямі, d � відстань між ними, φ

� кут

між ними). Кут між мимобіжними прямими вираховувався

довільно. На щастя, у задачах, які розглядалися, це не

викликало ускладнень. Нижче розглянемо формулу, яка

дозволить знаходити формально (від слова «формула») і кут між
мимобіжними прямими.

Доведення формули пов�язано з середньою лінією тетраедра:

Середня лінія тетраедра � це відрізок, який з'єднує середини
двох мимобіжнихребер.

Задача-теорема. Середня лінія тетраедра DABC

вираховується за формулою:

де і Т2 � середини ребер ВС iAD, a, av b, bv с, сх
�

мимобіжні ребра тетраедра.
� Доведення. У тетраедрі DABC (рис. 73.1) розглянемо

медіани трикутників DBC, ABC, AT,D. За формулою медіани

4
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D

ί
= 2^^)-.8

4

TT2 J^+DT^-a,2
1 2

4

і l
2 2

,
_ 2 2 2

Ο + 0^ + с + � Л
ф

4
�

Доведемо, що кут φ між

мимобіжними ребрами тетраедра а і αχ,
обчислюється за формулою:

(*)

�Доведення. У тетраедрі DABC (рис. 73.2) Ρ, Μ, N �

середини ребер AC, DC, АВ. Знайдемо кут φ між AD і ВС. Із

трикутникаΡΜΝмаємо:

мл,2'И+® -22Hcos<p'
Враховуючи задачу-теорему:

MN' , �
Δ

j ,
Τ Δ Ъ 2

+ (2-І + 0 + 0|
� £ �

<?1

Отже, COS(p =

|jl2 .ζ, 2 2 2

0 + Οχ �C �Ci

2а1а
Покажемо застосування формули (*):
Задача 1. Довести, що якщо ребро а перпендикулярне до

ребра αχ, а ребро b перпендикулярное до ребра bv то ребро с

перпендикулярне до ребра с1.
�Доведення. Якщо а ± αχ, то

coscp
= 0, і з формули (*) випливає, що

Ь2 + &χ2 = с2 + сх2. Із умови Ъ ± Ьх
випливає, що а2 + αχ2 = с2 + сх2.
Відповідно, α2 + αχ2 = Ъ2 + &χ2, а це

означає, що cos(c, сх)
= 0 або с± сх, що і

потрібно було довести. ·

Зазначимо, що якщо

а2 + а2 = Ь2 + Ьг2 = с2 + сх2,
то ребра а і αχ, Ь і &х, с і сх попарно

перпендикулярні.
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І Задача 2. Знайти кут між мимобіжними діаганалями

суміжних граней куба.
�У кубіАВСПА1В1С1П1 знайдемо кут між відрізкамиAyD і DyC

(рис. 73.3). Нехай ребро куба дорівнює α, φ
� шуканий кут.

Розглянемо тетраедрAjDjCD.

costp =

DCІ
2
+ AVD2 - A-fi2 - DD2 2 2 о 2 2

a + a - 3a -a

ZAP · DtC 2 · a^2 � aj2
= � φ=60°. ·

2

І Задача 3. О � центр грані CDD1C1 куба ABCBA1B1C1D1.
І Знайти кут між прямимиΑχΟ і BD.

�Розглянемо тетраедр A^OBD. Нехай ребро куба дорівнює а,

кут між прямимиΑχΟ і BD позначимо φ (рис. 73.4).

AD2 + BO2 - OD2 - Α,Β2
РАС /ft

Враховуючи, що ВО � висота рівностороннього трикутника

BDC,, ВО =

a-Jfi
Аналогічно АХО =

ал/б
маємо

І Задача 4(!!). У прямокутному паралелепіпедіABCDA1B1C1D1
ZA^DA

= а, АВ^АВ = β. Знайти кут між діагоналямиАВ х
і АХП.

�Позначимо AD = а; АВ = Ь (рис. 73.5). Розглянемо кут між

ребрамиA^D іАВ1 тетраедраDAAjBy Позначимо його φ.
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Α1Β2 + AD2 - AA2 - B^D2
2-AJBi- AJ)

ДаліА1В1
= b; AD = а; ААг � b · tgp.

B.D2 = BD2 + BB2 = a2 + b2 + b2tg2b; AJ^ = AtD =

1 1

cosp cosa

Зазначимо, що оскільки atga, = btgB, το ~ = отже,
b tga

Маємо cos φ =

cos φ
=

&2 + а2 - b2 tg2 β - a2 - b2 - &2 tg2 β
2ab

cos a · cos β

2b2 tg2 β cos a cos β
2ab

b tg2 β cos a cos β
a

tgatgβcosacosβ = sin a sin β.

φ = arccos(sinasinP). ·

Хочемо попередити читача, що ця задача має декілька
способів розв�язання, які можуть видатися «коротшими»,

«раціональнішими». Порівнювати їх � все одно, що

порівнювати, як вимовляють, наприклад, «дім» французи і китайці.

Задача 5. Бічне ребро правильної трикутної піраміди вдвічі
більше за сторону основи. Знайти кут між апофемою піраміди
і висотою основи, яка не перетинається з апофемою.

�Нехай SABC� задана правильна піраміда. Знайдемо кут між

апофемою SE і висотою основи BL. Розглянемо тетраедр SLEB

(рис. 73.6). Нехай φ � кут між мимобіжними ребрами SE і BL:
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SBІ
2
+ LK2 - SL2 - BE2

2SE · BL

Позначимо a � сторону основи трикутникаАВС.

SB = 2a; LE = �; SL = J4a2-� = -Vl5; BL = ^-; BE = �;
2 N 4 2 2 2

SE = SL = -Jl5, тоді
2

cos φ =

. 2 a2 a2
4a +

4 4
15--

1 V5
�r=; φ = arccos .

бТб зо

2 2

І
Задача 6. У правильній чотирикутній піраміді SABCD знайти

кут між ребром SB і ребром AD, якщо SO = ОВ (О � центр

квадратаABCD).
�У піраміді SABCD (рис. 73.7) розглянемо тетраедр SABD.

Знайдемо кут φ між ребрами SB iAD.

cos<p =

SA2 + BD2 - SD2 - AB2\
~

2SBAD

'НехайAB = a. Тоді BO = SO =

~~2~�
SA � a = SD = SB.

cosq> =
2 · a- a

a2 + 2a2 - a2 - a2 60°.·

І
Задача 7. У правильній чотирикутній піраміді MABCD
висота МО дорівнює стороні основи. Знайти кут між прямими
МСІАВ.
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� Позначимо сторону основи а. Розглянемо тетраедр МАВС

(рис. 73.8). Нехай х � кут між прямими МС ІАВ.

\МВ2 + АС2 - AM2 - ВС2|
COSX = J 1·.

2МС-АВ

Оскільки

ТО COS X =

МС2 = МО2 + ОС2 = а2 +
2

\ 7

За2

2«4·72

1

Те'

2
�

Задача 8 (Сканаві, №12.080). Бічне ребро правильної
трикутної призми дорівнює стороні основи. Знайти кут між

стороною основи і діагоналлю бічної грані, що її не перетинає.

� Позначимо а � ребро заданої призмиАВСА1В1С1 (рис. 73.9).
Розглянемо тетраедр В^АВС. Позначимо х � кут між

прямимиАВ і ВХС.

|аВ12 + ВС2-АС2-В1В2| 2α2 + α2-α2-α2 ТІ
C°SX�

2АВ.ВіС
~

2а2-72
�

4

Отже х = arccos
Ті

Задача 9 (Сканаві, №12.084). Знайти косинус кута між

апофемою і діагоналлю основи правильної чотирикутної
піраміди, у якої бічне ребро дорівнює стороні основи.
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� Позначимо а � сторону основи заданої піраміди SABCD (рис.
73.10), нехай х � кут між апофемою SE і прямою ОС. Тоді з

тетраедра SOEC

cosx =

SC2 + ОЕ2 - SO2 - EC2}

2SE · ОС

2 2 2
2 а а а

а + �

2
ау[з

2 2~

Те
б

Глава 74 :

ВІДСТАНЬ МІЖ МИМОБІЖНИМИ ПРЯМИМИ

Знаючи формулу кута між мимобіжними прямими, можна

фактично закрити питання про обчислення відстані між ними,

застосувавши для цього формулу об�єму тетраедра

V = � ara2d sin φ,
б

де і а2
� мимобіжні ребра, φ

� кут між ними, d � відстань
між мимобіжними прямими.'
Як приклад розглянемо популярну задачу.

Задача 1. Ребро куба дорівнює а. Знайти відстань між

мимобіжними діагоналями двох суміжних граней куба.

� Розглянемо тетраедрА12)1СП (рис. 74.1). У задачі попередньої
глави було знайдено косинус кута між прямимиA^D і ПХС:

coscp =
·�, φ

= 60°.

Позначимо V � об�єм цього тетраедра, d � відстань між

ребрамиAtD і DtC. Знайдемо об�єм Vдвома способами:

V = -s, A,D, =

'DD,C
'

^1-^1
1 а*

(1)
З 2

� а =

V = -і · І\С � sincp · d = ~

Порівняємо (1) і (2) й отримаємо

£І = і.2а2.^и d = ^.·
6 6 2 З

(2)
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(Задача 2. Усі ребра правильної трикутної призмиАВСА1В1С1
дорівнюють а. Знайти кут і відстань між прямимиАгВ і В±С.

^РозглянемотетраедрAJ^BC(рис. 74.2). Позначимо х � кут
між ребрами тетраедра ВХС і ВАГ

cosx =

АХС2 + ВВі - ВС2 - А^2
2AtB � В^С

п 2 2 2 2
2а + а -а -а

2а>І2 � а^2
1 1

= �; х = arccos�.

4 4

Щоб знайти відстань між прямимиАгВ і ВХС, скористаємося
формулою:

V1=-AlBBlCdsinx (1)
6

(Ух � об�єм тетраедраАхВхВС).
Знайдемо Ух:

Гі = у-у2-уз)
де У � об�єм призми, V2 � об�єм піраміди А1АВС, Vs � об�єм

пірамідиА1В1С1С.
Отже,

τζ а27з а37з τζ
1 а2л/з а37з Т7

4 4
2

3 4 12
3

Т7 а37з 2а3л/з а3л/ЇЇ
Уі

4 Ϊ2�
=

42�'

Порівняємо з формулою (1) і, враховуючи, що sinx =
ΤΪ5

маємо

а3->/з
звідси d =

ал/б
12 54
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I
Задача 3. Знайти відстань між мимобіжними висотами DD1
іЛАх граней правильного тетраедра DABC, ребро якого

дорівнює а.

� Знайдемо кут ір між прямими DDX і ААг (рис. 74.3).
Розглянемо тетраедр DAD^.

\Л D'-

cos φ
=

ЦЛ,2 - ADj2 -DAp
2.4/1, І)П1

Знайдемо об�єм Q тетраедра DAD1A1 традиційно:

DU = Ju~

Отже,

1 ад/з а 1
_

а24з
2 2 ЇЇ ЇЇ" 16

З 16 7з 48
(1)

З іншого боку, враховуючи, що

С
� Г Г л/35

sin<p = yl-cos φ=^1-_·=-�·,
маємо

β.ι.ί^Ί
6 2 6

(2)

Порівнюючи вирази (1) і (2), отримаємо

Задача 4. Основа піраміди DABC �

прямокутний трикутник ABC з

прямим кутом В. Кут САВ дорівнює а.

Кожне бічне ребро нахилено до

площини основи під кутом β. Знайти
відстань між прямимиDB іАС, якщо
АС = а.

� Оскільки вершину D можна

спроектувати на середину гіпотенузи АС
(рис. 74.4), то

DH = �tg β; АВ
= acosa; ВС = asina;

2

3
7
=�Л; JAD1Al

~
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а а а
AD = DC = BD =

2 cos β
�

2 cos β
'

2 cos β

Нехай φ � кут між прямими DB і АС.

coscp =

2οοεβ

. 2 · 2
+ a sm α -

2οοεβ

2 2
- a cos α

= cos

2-

2α cos β|.
2οοεβ

Позначимо V � об�єм заданого тетраедра. Тоді

τζ
1 а . а, QV = sm a cos α · � tg β.
3 2 2

З іншого боку,

г = І.
6 2 cos β

� а � <2 sincp.

(1)

Оскільки sin φ = -Jl - cos2 2α cos2 β, маємо

a3 sin 2α tg β α2 Г гТ гТ , ,
α sin 2α sin β

�
= -Jl - cos 2α cos β · d, α =

�,
·��··�

����-.

24 12οοββ 2-Jl - cos2 2α cos2 β

Задача 5. У прямокутному паралелепіпеді ΑΒΟΒΑχΒχΟχΒχ
ребро ΑΑχ= а, ребро AD = Ь. Знайти відстань від діагоналі

паралелепіпеда до ребра основи, з яким вона не

перетинається.

�Знайдемо відстань від діагоналіВХВ до ребра АВ. Розглянемо
тетраедр ByBDA (рис. 74.5).

Введемо параметр t � довжину ребраАВ. Позначимо φ � кут

між прямимиАВ і ВХВ.
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COS(p =
BBf + AJD2 - ABf - BD2

2AB-BlD

cosq>
a2+b2_t2_a2_t2_b2 -2t2

2t � Ja2 +b2 +t2 2tja2 +b2 + t2

coscp =

yla2 + b2+t2

Позначимо V � об�єм тетраедра B1ABD.
1 tba 1

V � abt.
3 2 6

(1)

З іншого боку,

V = - і· Va2 + Ь2 + ί2 · dJl - -

6 Ί a2+ bb2 + t2�

або

V 2
+ b2 -d. (2)

Порівняємо вирази (1) і (2) і отримаємо �abt = �iVa2 + b2 � d,
6 6

звідки d = .

�\la2+b2

І
Задача 6. У прямокутному паралелепіпеді а, b, с � його

виміри. Знайти відстань між діагоналями двох суміжних
бічних граней.

� Розглянемо тетраедр ПА1В1А (рис. 74.6), d � відстань між

A±D ІАВГ Знайдемо кут φ, що дорівнює куту між прямимиArD
і DCV тобто ZA1DCV Маємо:

ArD = ліа2 + с2, DCr = у/b2 +с2, АХСХ = ліа2 + Ь2.

За теоремою косинусів із трикутника A1DC1 отримаємо:

cos
_

а2 + с2 + b2 +с2 - а2 - b2

2у/а2 + с2 · ylb2 + с2 у]а2 + с2 · y/b2 + с2

звідки

sin(p =
с4 Ja2b2+b2c2 + a2c2

(а2 + с2)(Ь2 + с2) уІа2 + с2 · уІЬ2 + с2
'
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Знайдемо об�єм У тетраедра ВАА1В1:

V = -yla2+c2 � -Jb2 + с2 · cisin φ; V = -bc-a,
б б

звідки

Отже,

7α2 + с2 · Jb2 + с2 · d · sincp = abc.

d =

abc

>Ia2b2 + b2c2 + a2c2
\a2+b2

+

c2

І
Задача 7. У прямокутному паралелепіпеді a, b, с � його

виміри. Знайти відстань від діагоналі паралелепіпеда до

діагоналей граней, що її не перетинають.
�Позначимо φ

� кут між прямими B±D і А±В (рис. 74.7).
Розглянемо тетраедр ПА1ВВ1:

2 . 2 . 2 l2 Z.2 2
а + а + с -Ь -Ь - с*\ \а2-Ь2\

coscp =

��j �·,
'
=

2уІа2 + Ь2 · т]а2 + Ь2 +с2 уіа2 + Ь2 · у/a2 +Ь2 + с2

Позначимо V � об�єм тетраедра ВА1В1В.

ν =-с� = -аЬс.
3 2 6

- Va2 +&2 · y/a2 + b2 + c2 · d · Jl -
%6 у [а2 +Ь2 + с2\а2 +Ь2

(1)

(2)

Порівнюючи (1) і (2), отримаємо

abc abc

y/(a2+b2+c2j-(a2+ b2j-(a2-b2f
�

йа2Ь2 + а2с2+Ь
;d =

2c2
d =

ї
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- -'Глэа&Жф-
ЧИ ІСНУЄ «ПРОСТОРОВА» ТЕОРЕМА ПІФАГОРА?

У планіметрії ми настільки звикли до теореми Піфагора, що
не маємо сумнівів щодо існування її аналога у просторі.

Проте... У жодному з відомих мені курсів стереометрії
«просторової» теореми Піфагора немає:

1. Адамар Ж. Элементарная геометрия: Ч. II. � М., 1958.
2. Перепелкин Д. И. Курс элементарной геометрии: Ч. II. �

М.,1949.
3. Энциклопедия элементарной математики: Геометрия. �

Т. IV, V. � М.: Гос. изд-во физ.-мат. лит-ры, 1953.

У популярних шкільних підручниках теореми з такою назвою

немає:

1. Погорєлов О. В. Геометрія: Підруч. для 10�11 кл. � К.:

Освіта, 2001.

2. Атанасян Л. С. и др. Геометрия: Учеб, для 10�11 кл. � М.:

Просвещение.
3. Клопський В. М., Скопець 3. А., Ягодовський Μ. І.

Геометрія. � К.: Рад. школа, 1979.

4. Александров А. Д., Вернер А. Л., Рыжик В. И. Геометрия:
Учеб, для 10�11 кл. � М., 1992.

А, можливо, просторової теореми Піфагора немає зовсім?

У книзі В. В. Прасолова і І. Ф. Шаригіна «Задачи по

стереометрии» (М., Наука, 1989) є розділ «Теорема Пифагора в

пространстве» (§ 5, с. 20).
Автори не зазначають, яку саме теорему вони мають на увазі,

але, можливо, перша задача параграфа ототожнюється у них із

просторовою теоремою Піфагора?
«1. 21. Пряма І утворює з трьома попарно

перпендикулярними прямими кути α, β і γ. Доведіть, що

cos2a + cos2p + cos2y = 1».

Ця рівність чомусь не асоціюється зі звичною

планіметричною теоремою Піфагора.
Далі. У книзі В. О. Тадєєва «Геометрія. Основи

стереометрії. Многогранники» для 10 кл. (Тернопіль: Навч. книга �

Богдан, 2003) на с. 195 читаємо:

«Теорема (про діагональ прямокутного паралелепіпеда)
Квадрат будь якої діагоналі прямокутного паралелепіпеда

дорівнює сумі квадратів усіх трьох його вимірів...
Теорему про діагональ прямокутного паралелепіпеда інколи

називають просторовою теоремою Піфагора. Підставою для

цього є те, що саму теорему Піфагора можна сформулювати
так:
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Квадрат діагоналі прямокутника дорівнює сумі квадратів
його вимірів.»

То це вона і є � невловима просторова теорема Піфагора?
Але зовсім по-іншому думають Г. П. Бевз, В. Г. Бевз,

В. М. Владимиров, Н. Г. Владимирова. У їхньому підручнику

«Геометрія» для 10�11 кл. (К.: Освіта, 2000) на с. 50 читаємо:

«Теорема 21 (просторова теорема Піфагора): Квадрат
довжини будь-якого відрізка дорівнює сумі квадратів довжин
його проекцій на три взаємно перпендикулярні прямі».

То де ж істина? Звернемося до історії (з книги Г. Вілейтнера

«История математики от Декарта до середины XIX столетия»

(М.: Гостехиздат, I960)).
«Теорему о том, что cos2a + cos2p + cos2y = 1, где α, β и γ

�

углы, образуемые некоторой плоскостью с тремя взаимно

перпендикулярными координатными плоскостями, установил

Тенсо (1780). Отсюда он вывел также обобщение теоремы

Пифагора на трехмерное пространство (виділено мною �

Авт.), а именно доказал, что квадрат какого-либо куска
плоскости равен сумме квадратов его проекций на три

координатные плоскости.

Де-Гюа в 1783 г. заявил претензию на то, что в более

простом виде, когда куском плоскости является треугольник,
дополняющий прямой трехгранный угол до тетраэдра, он

доказал эту теорему более чем на двадцать лет ранее. Но

эта более простая теорема встречалась еще в записях

Декарта от 1619-1621 гг. Для случая трех равных взаимно

перпендикулярных ребер ее впервые опубликовал Фаульгабер
( «Арифметические чудеса» ,Аусбург, 1622). Де-Гюа
распространил теорему на произвольный тетраэдр».

Ведучи мову про відкриття стереометрії, Г. Вілейтнер,
перераховуючи відкриття Декарта, Ейлера, Ферма, зазначає: «О

так называемой пространственной теореме Пифагора мы
уже говорили выше на с. 255».

Як бачите, шановний читачу, у просторі теорема Піфагора

отримала титул «так звана». А ким звана? Самими

математиками? Істориками математики? Невідомо.
У будь-якому випадку, отримавши рівність суми трьох

квадратів з четвертим, не'поспішайте називати її, цю рівність,
«просторовою теоремою Піфагора».

І все ж, як на мене, просторова теорема Піфагора є! Лише
називається вона: «Просторова теорема Піфагора для

прямокутного тетраедра».

Зверніть увагу на аналогію як умови, так і доведення. Чи

можна бажати більшого? Тетраедр, у якого кожний кут при

одній з вершин прямий, називається прямокутним (рис. 75.1).
Грань, яка лежить навпроти прямого тригранного кута, назвемо
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гранню-гіпотенузоюABC, а всі інші � гранями-катетами: DAB,

DAC, DBC.

Просторова теорема Піфагора для прямокутного тетраедра

виглядає так:

S2dbc + S2dab + S2dac = 82авс
(сума квадратів площ граней-катетів дорівнює квадрату площі
грані-гіпотенузи).

Доведення також аналогічне доведенню теореми Піфагора
на площині.

Доведемо спочатку, що SDB(? = SABC · SBHC (Η � ортоцентр

трикутника ABC).
Дійсно, оскільки точка D як вершина проектується в

ортоцентр граніАВС, то кут між гранями DBC іАВС є кутом а між

висотами трикутників DBC іABC, AAED = а.

Розглянемо тетраедр DHBC:

ddbc
&внс

cosa

Розглянемо тетраедр DABC:

&DBC

q2
°

DBC

Отже,
&ABC* cosa*

= s · s
°BHC °ABC*

Аналогічно,

S2DAB = &BHA * &ABC� S2DAC = &AHC � $АВС'
Маємо

S2dbc + S2dac + S2dac &bhc ' &ABC + &BHA ' &ABC + &AHC � &ABC
= SA ) = S2JABC^BHC + &BHA + &AHC> ABC*

Постало питання: можливо, існує і непрямокутний тетраедр,
в якому сума квадратів площ трьох граней дорівнює квадрату

площі четвертої грані? Цим доведемо або спростуємо обернену
теорему. Розглянемо такий тетраедр
DABC з рівними двогранними кутами а

при ребрах основи (рис. 75.2). Очевидно,
що вершинаD проектується в інцентр І.
Позначимо г � радіус вписаного в

трикутникАВС кола. Тоді

- &віс аг

JDBC
-

cos α 2 cos α

br cr

ddac
-

2 cos a
->dba -

2 cos a
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a + b + cD

Маємо

Sabc =r ·

p; p =

S2dbc + S2dac + S2dba =

2/ 2 l2 2^
_

r p + b+ c]
4 cos" a

S2abc = ^-(a + b + c)2.

Мамо г1(а + (, + су=г41±4±^,
4 4 cos" a

звідки cos a =

+ b* + cz

a + b + c

Отже, в тетраедрі з рівними двогранними кутами при основі

ліа2 + Ь2 +с2
а = arccos .

α + b + c

У цього тетраедра є властивість: сума квадратів площ бічних

граней дорівнює квадрату четвертої бічної грані: просторова

теорема Піфагора для прямокутного тетраедра оберненої не має!

А шкода...

ВДАЛИЙ ПОШУК ЧИ ПОШУК УДАЧІ?

Умова задачі, про яку йтиметься далі, не провіщала ніяких

несподіванок � рівні кути бічного ребра паралелепіпеда зі

сторонами основи, очевидно, «виводять» на відому стандартну

ситуацію (рис. 76.1): точки бічного ребра проектуються у цьому

випадку на бісектрису між двома іншими ребрами основи. Але...

спочатку повна умова задачі:

І
Задача. У паралелепіпеді ABCDA1B1C1D1 основа� квадрат

зі стороною а. Ребро АА± дорівнює а і утворює з ребрамиАВ і
AD гострі кути а. Знайти кут між прямимиАС і BDV
� Достатньо яскраве, переконливе і просте знаходження

діагоналі BDr за допомогою векторів; введемо базис (рис. 76.2):

364



1

ВА = а, ВС = b, ββχ = с, тоді ββχ = α + b + с,

\bD± = ^{а + b + с)2 = ·\Ι(α)2 + (b)2 + (с)2 + 2α · b + 2b · с + 2c · α =

= л/за2 + 0 + 2α2 cos α - 2α2 cos α = ал/з.

Відсутність у відповіді ββχ кута а насторожило: як знайти

діагональ ββχ без застосування векторів?

Якщо для знаходження діагоналі А±С «спрацьовують» рівні
кути а (основа висоти паралелепіпеда попадає на діагональ
АС), то із нерівності кутів, наприклад,Αββχ і В±ВС позиція іншої
висоти невизначена.

Що таїти? Векторне розв�язання, за допомогою якого було
знайдено діагональ BDV наштовхнуло на думку: чотирикутник

BDD1B1 � прямокутник!
Нехай О і Ох

� центри основ (рис. 76.3). Проведемо
діагональний переріз ААХСХС. Оскільки ΖΑχΑΒ

= /A1AD, то

висотаА±Н належить цьому перерізу. Проведемо висоту О1Н1.
За теоремою про три перпендикуляри ООХ ± ОВ, отже, ββχΒχβ �
прямокутник. Діагональ цього прямокутника знайти

нескладно:

ВВХ = ^(ауІ2)2+ а2 = а^З.

Повернемося до задачі. Знайдемо кут φ між прямимиАС і BD}.
Розглянемо тетраедр D1ABC.

cos (ρ
=

AD2 + ВС2 - I\C2 - АВ2

2BDr · AC

Маємо з AAD.D: ADr = 2αcos �; із Δβχβϋ: £iC = 2asin-^.2

AB = а; Отже, BBX = а^З; АС =
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COS(p :

4а

Отже,

^2α cos + a2 - ^2α sin - а£

/ 2 а . 2 а
cos sm �

I 2 2

2аТз · ал/2

2 cos а л/б
2а2л/б

φ = arccos -cosa

- cos а;

Я
(

Як ми переконалися, у знайомої стандартної ситуації є ще

одна властивість � один з діагональних перерізів може бути
прямокутником! І у цьому таємниця розв�язання!

і Слава77

ПРЯМОКУТНИЙ ТЕТРАЕДР ЯК КЛОНДАЙК
АНАЛОГІЙ

Читачі, знайомі з книгами автора, напевне, помітили

«полювання на аналогії». Не буду наводити знову слова Штефана
Банаха «Математик � це той...». Скажу тільки, що звернення

до аналогії цілком природне � це шлях у наукових

дослідженнях і в методиці викладання математики. Сам

дивуюся, що досі не звернув заслужено уваги на аналогію між

прямокутним трикутником і прямокутним тетраедром.
Особлива увага � на просторову теорему Піфагора. Але, як

кажуть, по порядку.

І Задача 1. У прямокутному трикутнику cos2a + cos2p = 1, де

а і β � гострі кути трикутника.

�Доведення очевидне.·

І
Задача 1°. У прямокутному тетраедрі DABC грані DAB, DBC,
DAC утворюють з основами ABC кути α, β, γ. Довести, що

cos2a + οοβ2β + cos2y = 1.

�Доведення. Лема. Нехай α, β, γ
� кути, утворені прямою

d з трьома взаємно перпендикулярними прямими. Довести, що
cos2a + οοβ2β + cos2y = 1.

Дійсно, якщо на цих трьох взаємно перпендикулярних

прямих побудувати прямокутний паралелепіпед з ребрами а, Ь,
с, то його діагональ d � d2 = а2 + b2 + с2. Але а = dcosa;
b = 6?οο3β; с = dcosY.

Отже,
d2 = d2(cos2a + οοβ2β + cos2y),
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або

cos2ot + cos2p + cos2y = 1.

Перейдемо до задачі 1° (рис. 77.1).
Оскільки точка D проектується в ортоцентр Н грані АВС, то

лінійні кути двогранних кутів при основі утворюються
висотами відповідних граней, наприклад, Z.DEC =

γ. Оскільки

Z£DC = 90°, то

Z#nC = ZZ>EC = Y.

Отже, два інші аналогічні лінійні кути дорівнюють β (/.HDB)
і a (/HDA). Висота DH утворює з трьома перпендикулярними

прямими DA, DB, DC кути α, β, γ. За лемою

cos2a + οοβ2β + cos2y = 1. ·

Задача 2. Площа прямокутного трикутника з катетами а і Ь

дорівнює � аЬ.
2

Задача 2°. Об�єм прямокутного тетраедра дорівнює � abc
6

(а, Ъ, с � ребра при вершині D).

Вказівка. Застосувати формулу V = � a1a2d sirup (a.ia2
6

мимобіжні ребра тетраедра, d � відстані між ними, φ
�

кут
між ними).

Задача 3. У прямокутному трикутнику з катетами а і Ь

маємо рівність � = � +
�ζ (h � висота, опущена із вершини

fr α о

прямого кута).
�Доведення. Перший спосіб (рис. 77.2). Нехай ZCBA = а.

m · h ,
h .

Тоді a =
, Ъ = і

sin а cos а
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1
t

1 sin2 α + cos2 α
_

1
~ +

TF
~

Гг
�

7Τ
�

а Ъ h h

Другий спосіб.

1
|

1
_

а2 + fr2
_

с2 1
е

а2
+

Ь2
�

а2Ь2
~

4S2
"

h2
'

Задача 3°. У прямокутному тетраедрі DABC бічні ребра
дорівнюють а, Ь, с. Висота DH = h. Довести, що

h2

�Доведення. Перший спосіб. Позначимо кути між висотою

DH і ребрами DA, DB, DC (рис. 77.1) як α, β, γ відповідно. Тоді

cosa =

РН

DA

h
п h h г»

�; cosp = �; cosy =�. За лемою:
а Ъ с

cos2a + cos2p + cos2y = 1, або
h2

= 1, звідки

2
+

r 2
+

2
-

j 2
*

a b c h

Другий спосіб. Маємо:

1 1 1
_

a2b2 + b2c2 + a2c2
_ 4(ff12 + S22 + S32) _

S2
_

1

a2
+

b2
+

c2
-

a2b2c2
~

36V2
~

9V2
~

h2
'

(використали просторову теорему Піфагора:
S2 + S2 + Sg2 = S2).·

Задача 4. У прямокутному трикутнику ABC (ZC = 90°).

ВС = уІАВ � ВН3.
Задача 4°. У прямокутному

тетраедрі SCAB

&SAB = л/^АВС ' &АНВ ·

�Доведення. За теоремою про

площу проекції плоскої фігури

(рис. 77.3):

3SAB
&ЛНВ
COS<p

(1)

(φ � кут між гранями САВ і SAB).
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(2)

Підставимо (2) в (1): SQAn =
, звідки

COS(p =

Теорема Піфагора. Перший спосіб. Нехай

&QAC = &QBC
= &QAB = &3� &АВС =

(Q � вершина прямокутного тетраедра QABC) (рис. 77.4).
Потрібно довести, що S±2 + S22 + S32 = S2.

� Доведення. Позначимо QA = a; QC = с; QB = Ъ. Маємо:

AC2 = a2 + c2; CB2 = c2 + b2; BA2 = b2 + a2.

Далі

S = � AC · СВ · sin φ.
2

Позначимо φ
= /АСВ:

(1)

Л2т2 . �2 2
, Л2т2 , .4 Л

a b + а с + с Ь + с - с

(а2 +с2)(Ь2 +с2)

^S,2+S22+S32)
AC2 � СВ2ί

звідси (за формулою (1))

що й потрібно було довести.

Другий спосіб.

cos2 а + cos2 β + cos2 γ =
Si2+S22+S32 »

s
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Задача 5. Радіус кола, описаного навколо прямокутного

трикутника

R = �y]a2+b2.
2

Задача 5°. Радіус описаної навколо прямокутного тетраедра

сфери дорівнює

R = �уІа2 +Ь2 + с2.
2

Вказівка. Доповнити тетраедр до паралелепіпеда.
У прямокутному трикутнику найбільша сторона � гіпо¬

тенуза. У прямокутному тетраедрі найбільшу площу має грань-

гіпотенуза: в тетраедрі DABC � граньABC.

Порівняємо, наприклад, площі гранейАВС і DBC (рис. 77.5).
Маємо: · cosZDEA = SBDC. Отже, SABC > SBDC.

Зазначимо, що для доведення можна застосувати просторову

теорему Піфагора.

І Задача 6. У прямокутному трикутнику ABC (ZC = 90°)
с3 > а3 + Ь3.

�Доведення. Маємо с > а і с > Ь. Першу нерівність
помножимо на а2, другу � на Ь2 і додамо:

с · а2 > а · а2; с · b2 > b · Ь2;

с(а2 + &2) > а3 + Ь3, або с3 > а3 + Ь3. ·

І Задача 6°. Довести, що в прямокутному тетраедрі
' S3 > вх3 + в23 + в33.
�Доведення. За аналогією з прямокутним трикутником

S > Sv S > S2, S > S3 або В · S2 > S3,S-S2> S3·, S-S3> S33. Отже,

S(SX2 + S2 + S32) > Βχ3 + S23 + B33.
Оскільки Sx2 + S2 + B32 = S2, to S3 > Sx3 + S23 + S33, що

й потрібно було довести. ·
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Глав;а 79 .

_

ПРЯМА ЕЙЛЕРА І СТЕРЕОМЕТРІЯ

Застосування планіметрії в стереометрії не просто звичне,

а вже обов�язкове. Здивувати досвідченого читача дуже
складно. Нелегка справа � застосувати стереометрію для доведення

планіметричних теорем! Такі випадки можна перерахувати на

пальцях. Тому кожне нове застосування
� подія для тих, хто

цікавиться геометрією. Тим більше, коли це стосується прямої
Ейлера. Попередньо розглянемо декілька задач.

Задача 1. Нехай О � центр сфери, Οχ � центр перерізу
сфери. Довести, що відрізок ΟΟχ

� перпендикулярний до

площини цього перерізу.
�Доведення. У перерізі проведемо два діаметри АВ і CD

(рис. 78.1). Трикутники ОАВ і OCD � рівнобедрені, а ΟΟχ �
медіана, проведена до основи цих трикутників. Оскільки

00χ 1.АВ і ООХ ± CD, то відрізок 00х перпендикулярний до

перерізу. ·

Задача 2. У трикутній піраміді SABC плоскі кути при

вершині S прямі. Довести, що мимобіжні ребра
перпендикулярні.
�Доведення. Дійсно, оскільки SC±SA і SC± SB (рис. 78.2),

то ребро SC перпендикулярне до грані SAB, отже, SC LAB. ·

Задача 3. У трикутній піраміді SABC плоскі кути при

вершині S � прямі. Довести, що вершина S, точка М �

центроїд основи ABC і центр О описаної навколо піраміди
сфери належать одній прямій.
�Доведення. У трикутнику ABC (рис. 78.3) проведемо

медіани АК і СР. Оскільки ZASB = 90°, то точка Р є центром

кола, описаного навколо трикутника ASB, отже, за задачею 1
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відрізок РО перпендикулярний до площиниASB. За задачею 2

ребро SC перпендикулярне до площини ASB. Так, відрізки РО
і SC � паралельні, і точки Р, О, S, С належать одній площині.

Аналогічно доводиться, що точки О, К, S, А належать одній
площині. У цих площин є дві спільні точки S і О, які не

збігаються, тому пряма SO � лінія перетину цих площин.

Першій площині належить медіана СР, другій � медіанаАК,
отже, точкаМ � точка перетину цих медіан � належить двом

площинам, тобто перетину SO цих площин, що і потрібно було

довести. ·

І
Задача 4. Якщо в трикутній піраміді SABC плоскі кути при

вершині S прямі (прямокутний тетраедр), то центроїд G

тетраедра належить прямій SO.

�Дійсно, це так, тому що точка G належить прямій SM �

медіані тетраедра. ·

Стереометричне доведення теореми про пряму Бйлера
Розглянемо прямокутний тетраедр SABC. Позначимо Н �

ортоцентр трикутника ABC, М � центроїд трикутника АВС,
О � центр кола, описаного навколо трикутникаАВС, Q � центр

сфери, описаної навколо прямокутного тетраедра SABC.

Здійснимо ортогональну проекцію точки S на основу АВС. Тоді
вона спроектується в ортоцентр Н, а точка Q � в точку О

(рис. 78.4).
Оскільки QO перпендикулярна до площини АВС (задача 1),

то SH II QO. Проведемо через точки S, Н, Q, О площину. Вона

перетинатиме площинуАВС по прямій НО. ТочкаМ належить

прямій SQ і площиніАВС, отже, і прямій НО. Так, точки Η, М,
О належать одній прямій � прямій Ейлера.

Доведемо, що 2ОМ = МН (знову ж за допомогою

стереометрії). Розглянемо подібні трикутники SHM і QOM:
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ОМ QM

ΜΗ
~

MS'
(1)

Будуємо допоміжний
паралелепіпед з основоюAA^BS (рис. 78.5),
F � точка перетину діагоналей
прямокутника AA^BS. Оскільки

трикутники ЕСМ і SFM подібні, то

SF FM MS

ЕС

~

МС
~

ЕМ'

FS 1
Оскільки =

�,
то М �

EC 2

центроїд трикутника ABC,
. MS
1
EM

Оскільки Q � центр
1

2

сфери, описаної навколо паралелепіпеда, то EQ = QS. Звідси

EM = 2QM + MS.

Тоді =
2QM + MS

= 2 або
2QM

або %qM =

MS MS MS

Враховуючи рівність (1), отримаємо

20Μ = НМ.

Глада 79

ЛАНЦЮЖОК АНАЛОГІЙ З ТРИКУТНИКОМ
НАЙМЕНШОГО ПЕРИМЕТРУ

Трикутник найменшого периметру із багатьох пропонованих
викликав і викликає цікавість як дослідників, так і укладачів

конкурсних і олімпіадних задач. Не припиняється потік

доведень мінімальності периметру ортоцентричного трикутника,

серед яких за правом «перше місце» займає доведення за

допомогою формули

S = R-PH

(S � площа трикутника ABC, R � радіус кола, описаного

навколо трикутникаАВС, Рн
� напівпериметр ортоцентричного

трикутника).
У цій главі звертаємо увагу на аналогію доведення за

допомогою симетрії, яка «переїздить» і в стереометрію.
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І
Задача 1. По одну сторону від прямоїMNрозташовані точки
А і В. Знайти на прямій MN таку точку X, щоб трикутник

ХАВ був найменшого периметру.
� Будуємо точку В1, симетричну В відносно прямої MN

(рис. 79.1). З�єднуємо прямою точки А і Вх, яка перетинатиме

пряму MN в шуканій точці X. Очевидно, що

^авх < Pajby
(Y � точка прямої MN, яка не збігається з точкою X). ·

Задачи 2. У заданий гострий кут ВАС вписати трикутник

найменшого периметру з вершиною у заданій точці М

всередині кута.
�Задача аналогічна до попередньої: будуємо точки Му і М2,

симетричні точці М відносно сторінАВ і АС (рис. 79.2). Пряма

ΜχΜ2 перетинає ці сторони в точках X і У. Трикутник ΜΧΥ�

шуканий: його периметр дорівнює довжині відрізка М1М2.
·

Задача 3. Із трикутників зі спільним кутом при вершині
і з даною сумою бічних сторін знайти трикутник з

найменшим периметром.
�За даної умови знайдемо трикутник з найменшою третьою

стороною. Нехай рівнобедрений трикутник ABC і довільний
трикутник AEF (рис. 79.3) задовольняють умові задачі (тобто
суми бічних сторін у них рівні). Доведемо, що BE = CF.

Дійсно, враховуючи умову, маємо

BE + EA + АС = EA + АС + CF,

відповідно, BE = CF. Побудуємо точку Вх, симетричну точці F

відносно ВС. З�єднаємо точки Е і Fv Оскільки AF-fiN = ZB, то

EFr � ВС. Покажемо, що ΒΒχ < EF. Дійсно, ΒΒχ < ED + ΒΒχ.
Але ΒΒχ = DF, отже,

EFj^ < ED + DF,

або ΒΒχ < EF, остаточно ВС < EF. ·
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Задача 4. У гострокутний трикутник вписано напівколо.

Fx і F2 � точки дотику його до сторінАС іАВ, ΒχΒ2
� діаметр

напівкола, Н1
� основа висоти, проведеної з вершини А.

Розглянемо трикутники ЗІ СПІЛЬНОЮ стороною і з третьою

вершиною, яка належить діаметру ΒχΒ2. Довести, що серед

таких трикутників трикутник H1F1F2 має найменший

периметр.

�Доведення див. «Трикутник і тетраедр в задачах ». ·

І
Задача 5. Дано відрізок АВ, який не перетинає площину π.

Знайти на цій площині таку точку С, щоб периметр

трикутника АВС був найменшим.
� Опустимо із точки А перпендикуляр ΑΑθ на площину π

(рис. 79.4). На продовженні відрізка ΑΑθ відкладемо відрізок

ΑθΑχ
= ΑΑθ. Нехай X � довільна точка площини Т. Тоді сума

АХ + ВХ =АгХ + ВХ, оскількиАХ =ΑχΧ. Із трикутникаΑχΒΧ
виходить, щоΑχΧ +ВХ >ΑχΒ. Очевидно, що сумаАХ + ВХ буде
найменшою, якщо точка X буде належати відрізкуΑχΒ. Такою
точкою є точка С, в якій пряма ΑχΒ перетинає площину π.

Дійсно, АС + ВС =АХС + СВ = ΑχΒ. ·

І
Задача 6. Дано пряму ΜΝ і відрізок АВ, який не лежить на

одній площині з прямою. На прямій ΜΝ знайти таку точку

С, щоб периметр трикутника АВС був найменшим.

�Через пряму ΜΝ і точку А проведемо площину а. Із точки

В на пряму ΜΝ опустимо перпендикуляр ВН (рис. 79.5). Із
точки Н в площині а проведемо пряму Ζ, перпендикулярну до

ΜΝ, і відкладемо відрізок ВгН, що
дорівнює ВН. З�єднаємо точки Βχ і

А. Пряма ΒχΑ перетинатиме ΜΝ в

шуканій точці С. Доведемо це.

Прямокутні трикутники СВН

і СВ^Н рівні за двома катетами,

тому СВ = СВХ. Твердження
доведено, оскільки АВХ � пряма (на
відміну від ламаноїАСХВХ). ·
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HAPPYEND ОДНІЄЇ ІСТОРІЇ

Перша зустріч з цією задачею відбулася у моїх учнів на

Математичній олімпіаді Київського університету:

Дано замкнуту ламануABCD. Доведіть, що якщо відрізкиАВ,
ВС, CD і DAдотикаються до сфери, то точки дотику належать

одній площині.
Зацікавившись цією задачею у 60-х роках минулого століття,

я простежив, мабуть, неповну її історію.
Задачу опублікували в 1954 році у відомій книзі:

Шклярский Д. О., Ченцов Η. Н., Яглом И. М. Избранные
задачи и теоремы элементарной математики: Ч. 3. Геометрия

(стереометрия). � М.: Гостехиздат, 1954.

Для порівняння наведу її умову і розв�язання:

І Просторовий чотирикутник описано навколо сфери. Довести,
що чотири точки дотику лежать в одній площині.

�Доведення. Нехай чотирикутник ABCD описано навколо

сфери і К, L, М та N � точки дотику прямих АВ, ВС, CD і DA

відповідно (рис. 80.1). За властивістю дотичних до кулі маємо

АК =AN, ВК = BL, CL = CM, DM = DN.

Проведемо через точки К, L, М площину δ (рис. 80.2).
Площина δ, очевидно, перетинає відрізок AD у деякій точці Ν',
бо точки А і D лежать від неї по різні сторони. Як відомо, рівні
похилі, проведені з однієї точки, утворюють з площиною рівні
кути, а більша похила утворює менший кут. Позначимо кут між

АВ і δ як φ; тоді кут між ВС і δ також дорівнює φ із рівності
ВК = BL-, так само кут між CD і δ дорівнює φ (бо CL = CM).
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Покажемо тепер, що точка?/' збігається з Ν. Припустимо, що

це не так; нехай, наприклад, AN' <AN і, відповідно, DN' > DN.

Тоді з порівнянняАК іAN' отримаємо, що кутAD з площиною δ

більший за φ. З іншого боку, із порівняння DM і DN' робимо

висновок, що цей кут менший за φ. Так само прийдемо до

протиріччя, якщо припустимо, що AN' >AN.

Відповідно, площина LMK перетинає AD саме в точці N і,
таким чином, точки К, L, М і N лежать в одній площині, що

й потрібно було довести. ·

Через двадцять три роки (!) задача та її розв�язання з�явилися
в книзі А. І. Фетисова «Геометрия в задачах» (М.: Просвещение,
1977). На жаль, роз�язання, запропоноване автором, не вносило

суттєвих змін (розв�язання приводилося у згаданій книзі без

креслення):
НехайABCD � даний просторовий чотирикутник: із кожної

його вершини виходять дві сторони, які дотикаються до сфери.
Точки дотику сфери з прямими АВ, ВС, CD, DA позначимо

буквами Р, Q, R, Т відповідно. Проведемо через дві такі дотичні
з однієї вершини площину, яка перетинатиме сферу по колу; ті

ж дотичні будуть дотичними і до кола, тому вони конгруентні
одна з одною і симетричні відносно прямої, що з�єднує задану

вершину з центром отриманого кола. Разом з тим вони

симетричні й відносно площини, що проходить через цю пряму

і центр сфери. Оскільки це дає і для всіх інших вершин

чотирикутника, то ми можемо так само і для описаного чотирикутника

на площині довести, що і у цього чотирикутника суми довжин

протилежних сторін рівні між собою:

AB + CD = BC + DA. (1)

Спочатку припустимо, що не всі сторони конгруентні одна з

одною � нехай AS > DC; тоді CD < DA. Відкладемо на прямій
ВА від точки В ВМ = ВС, а на DA від точки D � DN = DC. Тоді
з (1) отримаємо: AM =AN. Точки МІС лежать на симетричних

дотичних, і тому їхня площина симетрії проходить через центр

сфери.

Так само пройдуть через центр сфери площини симетрії
пар точок С і Ν, М і N. Ті ж площини є і площинами симетрії

вершин трикутника MNC; відповідно всі вони проходять через

одну й ту ж пряму І, що проходить через центр сфери і

перпендикулярна до площиниMNC. Тоді через конгруентність відрізків
дотичних отримаємо РТ ||MN, PQ || МС, RT || NC, звідки і виходить,
що точки Р, Q, R, Т належать одній площині, яка паралельна до

площиниMNC.

377



Ось таке доведення... Зазначу, що
термінологія відповідає шкільній

програмі тих часів. Будемо

сподіватися, що читач розбереться у цьому

доведенні.
Знову 1977 рік. У школу

приходить нова геометрія: вектори,

«конгруентність» � підручники за

редакцією видатного геометра
професора 3. А. Скопеця. А в серії «Бібліотека вчителя математики»
виходить «Сборник задач по геометрии» Герасімова І. С. та ін.

(9-10 кл.; М.: Просвещение) і наша задача знову (!!) є. І є

доведення... лишень п�ять рядочків! Але, заради правди, можу

поспівчувати читачу � пропущено лише один рядок, який

робить це доведення недоступним для багатьох: застосуємо

теорему МенелаяИ

Переходимо до щасливого завершення і розшифруємо п�ять

рядочків розв�язання. Нехай М, N,P,Q � точки дотику сфери,
які належать відповідно відрізкам АВ, ВС, CD, DA (рис. 80.3).
Нехай прямі MN і АС перетинаються в точці S. За теоремою
Менелая:

AM BN CS

mb' nc' SA~
Оскільки MB = BN (дотичні, проведені до сфери з однієї

точки),
AM : NC = AS : SC. (1°)

Аналогічно, якщо прямі PQ і АС перетинаються в точці <Sp то

AQ:CP=AS1:S1C. (2°)
Порівнюючи вирази (1°) і (2°), отримуємо: ліві частини

пропорцій рівні, отже, рівні й праві, тобто S = Sy (обидві точки
лежать поза відрізком AC). Happy end!

СЕРЕДИНИ РЕБЕР ТЕТРАЕДРА

Як і в кубі, середини ребер тетраедра є компонентами умов
багатьох задач. Такі точки можна сміливо називати чудовими
точками тетраедра, і в цьому нескладно переконатися, вивчивши

їхні властивості.

І Задача 1. Довести, що середини чотирьох ребер тетраедра

належать одній площині.
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� Доведення. Дійсно, середини Ί\, Т2, Т3, Т4 (рис. 81.1)
є вершинами паралелограма1 .·

Відрізок, який з�єднує середини двох мимобіжних ребер
тетраедра, називається середньою лінію тетраедра. У тетраедрі

три середні лінії: Ί\Τ3, Т2Т4, ТБТ6.

І
Задача 2. Довести, що дві середні лінії тетраедра
перетинаються.

� Доведення очевидне, оскільки чотирикутник ТгТ2Т3Т4 �
паралелограм. ·

І Задача 3. Довести, що три середніх лінії тетраедра
перетинаються в одній точці.

� Доведення. Оскільки Т±Т2Т3Т4 � паралелограм і

Т,Т6Т3Т5 � паралелограм, то діагоналі цих паралелограмів
мають спільну точку М, а це означає, що середні лінії ТгТ3, Т2Т4,
T5TQ мають спільну точку, що і потрібно було довести. ·

І Задача 4. Спільна точка М середніх ліній ділить кожну із

них навпіл.
� Це випливає із попередньої задачі. ·

І Задача 5. Довести, що точка перетину середніх ліній тетраедра
збігається з точкою перетину медіан тетраедра.
�Доведення. Нехай М � точка перетину середніх ліній

тетраедра DABC (рис. 81.2): МТ3
= MTV Нехай Е � центроїд

трикутника DBC: Т3Е : EC = 1:2. Доведемо, що точка М

належить відрізку АЕ. Розглянемо трикутник АТ3С. Нехай

AM перетинає Т3С в точці Е'. Доведемо, що точки Е' і Е

збігаються (рис. 81.3).
Оскільки Т3М

= MTV то за відомою задачею (див.
«Повернення втраченої геометрії», «Двадцять два способи розв�язання
однієї задачі», с. 72),

Т3£,:£,С=1:2.
Отже, £'== Е, а точка М � точка перетину медіан тетраедра

DABC.·
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І Задача 6. Довести, що ίχ + ί2 + ί3 < ρ, де ίχ, ί2, ί3 � середні
лінії тетраедра, ρ � півсума ребер тетраедра.

�Доведення. Нехай αρ α2, bv b2, cv c2
� ребра тетраедра

(рис. 81.5), Ί\, Τ2, Τ3, Τ4, Ts, Te � середини цих ребер. Оскільки

Т,Т6 = jsC = jbp Ί\Τ5 = j АВ = j&2, то ti < jfo + b2) (із ΔΓθΓ^).

Аналогічно, t2 < � (q + c2\ t3 < � (аг + α2). Додамо і отримаємо
2 2

необхідне. ·

Задача-теорема. У тетраедрі SABC через середини Т iQ двох
мимобіжних ребер, наприклад SAiBC, проведено пряму. Через

пряму TQ проведено площину, яка перетинає реброАВ в точці
X, а ребро SC � в точці У. Довести, що відрізок XYподілиться
навпіл відрізком TQ.

�Доведення. У тетраедрі SABC розглянемо мимобіжні

ребраАС і SB й пару паралельних площинрг ір2, яким ці ребра
належать (рис. 81.5). Оскільки точки Q і Т рівновіддалені від
площин і р2, то відрізок QT лежить в площині, паралельній
цим площинам і також розташованій від них на рівній відстані.
Тому відрізок YX, перетинаючись з відрізком QT, поділиться
точкою перетину навпіл. ·

Популярна задача

Задача 7. Довести, що будь-яка площина, яка проходить

через середини двох протилежних ребер тетраедра, ділить

цей тетраедр на дві рівновеликі частини.

�Доведення. Нехай Т і Q � середини ребер АС і SB
тетраедра SABC (рис. 81.6). Через відрізок TQ проведемо

площину TYQX. Оскільки АГ = ТС, то площина STB розбиває

заданий тетраедр на рівновеликі тетраедри STAB і STCB.

Заштрихований переріз TYQX «змушує» розглядати рівновеликість
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двох тетраедрів XTQB і YQTS. Оскільки TQ � медіана
трикутника STB, то. трикутники BTQ і STQ � рівновеликі.
Доведемо, що рівні висоти пірамід: XD і YE. Це стає очевидним,

якщо використати задачу-теорему (ХО = OY). ·

І
Задача 8. У тетраедрі через середини двох протилежних ребер
провести площину так, щоб отриманий в перерізі
чотирикутник мав найменшу площу.

� Нехай Т і Q � середини ребер SA і ВС тетраедра SABC

(рис. 81.7). TYQX � довільний переріз, проведений через
відрізок TQ. YE і XL � перпендикуляри, опущені з точок X

і У на діагональ TQ отриманого чотирикутника. Тоді площа

перерізу (Sx) дорівнює:

sx=±yetq + ±xltq = ±tq(xl + ye).

Очевидно, що площа Sx буде найменшою, коли сума YE + XL

буде найменшою, оскільки множник �TQ заданий.
2

Доведемо, що шукана площина проходить через відрізок TQ

перпендикулярно до паралелограма Вариньона TRQP (рис. 81.7).

Дійсно, якщо площина ΊΎQXперпен¬

дикулярна до площини TRQP, то

перпендикуляриXL і YE, проведені до

TQ, дорівнюють відстаням від прямих
АВ і SC до паралелограма TRQP (R і

Р � серединиАС і SB).
Якщо взяти будь-яку іншу

площину TYQX', то відстані від точок Y'
та X' до прямої TQ будуть похилими

до площини паралелограма

Вариньона, отже, будуть більшими за XL

і YE.·
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Глава 82

ЗАЛІЗНА МАСКАТЕТРАЕДРА

їх, виявляється, три

Пам�ятаєте історію залізної маски? Народилося два

близнюки: два майбутніх королі Франції... Багато! Одного
приховали, закувавши, щоб ніхто не побачив обличчя, в залізну маску.

Визнаною «королевою» тетраедра є його висота. Досі в

шкільній геометрії не акцентується, що таких висот у тетраедрі �

чотири! Запам�ятаємо цей факт!
Я свідомо скористався такою історією, щоб підкреслити: у

тетраедрі є не просто аналог висот, а їх близнюк: відрізок d �

відстань між парою ребер, що не перетинаються. Покажемо,
що цей відрізок має право називатися «залізною маскою». Для
початку: таких відрізків три!

Право на трон: формула об�єму

Як і королева � висота тетраедра, відрізок d � компонента

формули об�єму тетраедра (рис. 82.1):

(ах і а2
� мимобіжні ребра тетраедра, φ

� кут між ними, d± �
відстань між цими ребрами).

Сімейна таємниця: три дорівнює чотирьом!

Виявляється, чотири висоти й три відрізки d пов�язані
« кровними зв

�

язками »:

1 1 1 11 1 1

Λι2
+

Λ22
+

Лз2
+

Л42 б^2
+

da2
+

dg2
'

Починаємо слідство!

Шлюб кутів
Шлюб � це возз�єднання двох, утворення сім�ї і народження

дитини.

«З�єднаємо» два вагомих кута: двогранний кут а між

гранями SAB й SAC і кут φ між ребрами SA =

αν ВС =

а2.
Проведемо через точку С площину π, перпендикулярну до ребра
SA (рис. 82.1).

Ну а де ж весілля?

А ось воно: здійснимо ортогональну проекцію тетраедра
SABC на площину π: проекцією ребра SA буде точка Р.

Проекцією ребер SB і SC будуть відрізки РМ і PC, які
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дорівнюють висотам трикутників
SAB(h2°) і 5АС(ЛХ°) відповідно.
Отримали трикутник зі сторонами

2& 2iSo .

ΖΊ П 71/Г�Ц �- і кутом СРМ = а.

Проекцією точки В на площину π

буде точка М. Оскільки ВМ || SA, то

кут МВС � це кут між ребрами SA
і ВС, тобто АМВС = φ. От вам і

весілля: з�єдналися два кути а і φ.
Із АСВМ:

CM = a2sin<p..

Народження дитини!
Із трикутника РМС за теоремою косинусів:

4S2 4S22 85^2 з . з
�Л +

�7 ^cosa = a2sm φ,
α,γ а±

або

ах 02 sin2 (Рі
= s2 + s2 _ 2Si cosa ((Pi =

Аналогічно для ще двох пар мимобіжних ребер:

д3 а4 sm <р2
=

2
+

2
_ 2S д CQS

4

а5 а6 sin2 φ3
= ^2 + ^2 _

οθ8γ

(1)

(2)

(3)

Додамо ліві частини рівностей (1), (2) і (3):

"зу?
+
( зг Ί21 ί зу

< J I J d3
= 3S12+s22 + s32 + s2-

- 2S1(S2 cos a + S3 cos β + S4 cos γ) = S* + S22 + S32 + S42.
(вираз у дужках є сумою проекцій граней SAB, SBC і ABC на

грань SAC � тобто площа грані SAB). Остаточно

або

J_ 1 1 11 1 1

д2
+

ї.2
+

і,2
+ ,2�",2+,2+,2*

h2 h3 а2 а3
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Задача 1. Довести нерівність

V > � d^ί/2^3 ·

З

� Доведення. Доповнимо тетраедр DABC до паралелепіпеда
APCEMBND (рис. 82.2). Позначимо Vn

� об�єм паралелепіпеда.
Позначимо висоти паралелограмаАРСЕ, опущені на сторониАР
і PC, через і h2 (на рисунку показано висоту ЕН1 = Λχ).
Зрозуміло, що висоти паралелепіпеда дорівнюють dv d2, d3.
Маємо

^АРСЕ
h-ι h<

sin ZPAE
V� = d,

hJi1^2

sin ZPAE

Проведемо висоту паралелепіпеда EH= d2. Із прямокутного

трикутника EH^H h1i d2. Аналогічно h2 і d3.

Отже, h± · h2 > d2 d3i
^1^2

sin ZPAP
> d^d^·

Г*2

Vn > d^da·, V >

І Задача 2. Довести, що Vx > 1/3 d3, де Vx � об�єм правильної

трикутної піраміди, d � відстань між мимобіжними ребрами.
� Доведення виходить із попередньої задачі.·

І
Задача 3. У правильній трикутній піраміді плоский кут при
вершині дорівнює а, відстань між двома мимобіжними

ребрами дорівнює І. Знайти об�єм піраміди.
� У піраміді DABC (рис. 82.3) проведемо висоту DO і висоту

основи AAV Отримаємо трикутник DAAV У ньому висота А^Е
буде відстанню між ребрами ВС iAD. Маємо

ABDC =

a, ADAO
=

φ,
2 . а

cos<p
= �j=sm�
7з 2

Рис. 82.2
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(доведіть самостійно). Із трикутникаААгЕ маємо:

ААг =�

і
лл вс-уіз

= .

sin φ

2 £
Позначимо ВС як а. Тоді а = V3.

З sincp

ЭАВС
-

�

а2л/з
л/з sin2 φ

; DO = АО · tg φ =

21

3 coscp

21 2Г

З д/з sin2 φ 3 cos φ 9 sin2 φ cos срл/з
Оскільки

sin2 ср = 1 - cos2 φ = 1 - � sin2 � = �I 3 - 4sin2 � I =
3 2 ЗІ, 21

. 3α

α . з
S1H

2
3 sm 4 smd � = �

о
· α

3sin�
2

о
. α

3 sm�
2

Остаточно маємо

2Z3 S sin^Vi
V =-

17з За ж
= � г cosec �.

w

Л /т . За
о

. а з
9д/3 sm 2sm�

2 2

ЗВ�ЯЗКИ МІЖ КУТАМИ ДВОХ ПРАВИЛЬНИХ
ПІРАМІД

Залежність між кутами в правильних многогранниках

популярна в шкільній математиці. Вивченню задач цього виду

присвячені книги і статті (див. Ушаков Р. П. Кути у

стереометрії. � К.: Техніка, 1997). Уміння знаходити зв�язок між

різними кутами в правильній трикутній піраміді, чотирикутній
піраміді є основою техніки розв�язання стереометричних задач
із застосуванням тригонометрії. На жаль, задач, які можна

розглянути на не дуже тривалому уроці, небагато. Зазвичай
вони громіздкі і незручні для роботи в класі.

V =

385



Запропоновані задачі, що досі ще не розглядалися в

методичній літературі, позбавлені цієї вади. У них вивчаються

зв�язки між кутами не однієї, а двох правильних пірамід.
Переваги таких задач очевидні. Для зручності введемо такі
позначення (рис. 83.1).

Правильна трикутна піраміда

αχ
� плоский кут при вершині;

а2 � кут між бічним ребром і основою піраміди;

а3
� кут між бічною гранню і основою піраміди;

а4
� кут між між бічними гранями;

а5
� КУТ м*ж бічним ребром і бічною гранню.

Наведемо відомі співвідношення між різними кутами а(.

(і = 1,2, ...
, 5).

Зв�язок між кутами в правильній трикутній піраміді

і
. ах л/з

1. Sin�= COSO.0

2 2
3.

1

2cos�
2

л/з . а,
COSCto = tg�-3

3 2

. а, cos сц + -ι/cos2 а5 + 8
4. cos� = !

2 2

5. atgax = 6tga5 (a і b � ребро основи, бічне ребро)

Правильна чотирикутна піраміда

Уведемо такі позначення (рис. 83.2):

βχ
� плоский кут при вершині;

β2 � кут між бічним ребром і площиною основи піраміди;
β3
� кут між бічною гранню і основою піраміди;

β4
� кут між бічними гранями;

β5 � кут між бічним ребром і бічною гранню.
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Зв�язок мід кутами в правильній чотирикутній піраміді

, . βι Vi
1. sm� = cos β2 3. a/2cos�= �~�

2 . β4
sm�

2

2. tg�= οο3β3
2

Розглянемо задачі.

4. δίηβ5 = 2 tg �д/cos β!
2

Перша група

. π
sm �

Задача 1. Якщо сц = β� то ΞΕΙΞΐ = 4_. Довести.1
cos β9 · π

Н2 sm �

З

� тт
· α1 · βι п

�Доведення, sm�= �cosa2. sm�= �οοββ2. Оскільки
2 2 2 2

л/з л/2
за умовою αχ

= βχ, то �cosa2 = �003β2, або
2 2

. π
sm �

cos ct2 4 φ
cos β2 . π

sm �

3

І Задача 2. αχ
= βχ. Який кут більший � а2 чи β2?

л/з л/2
�Оскільки �cosa2 =Л±С03р2> то cosa2 < οοββ2, відповідно,

2 2

α2
> β2. ·

Задача 3. Якщо sin� дорівнює tg�, то який з кутів
2 2

більший � а2 чи β3?

л/з
�Оскільки �cosa2 = οο3β3, то cosa2 > οο8β3, α2 < β3.

·

2

І Задача 4. Якщо a, = β., то
cosa3

= tg30°. Довести.
cos β3

�Доведення. Оскільки tg�=-Уз cosa3, а tg� = cosp3, то
2 2
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cos β3 = л/з cos α3, чи = tg 30°. *
cos β3

Задача 5. Якщо кут αχ дорівнює βρ то який кут більший �

а3 чи β3?
�Оскільки cosβ3 = л/З cosa3, то cosa3 < cosp3, α3 > β3.·

. α4
sm�-

Задача 6. Якщо αχ
= βρ το = sin 45°. Довести.

sin�
2

^Доведення. Оскільки cos=~
1 βχ 1

a cos~7- =� =
, a cos�,

2 2 . а4 2 /τ . β4
sm� V2sm�

2 2

� a4 r-

S1H^ V2 . e
to 77� - � = sm45°. ·

sm
P4 2

I Задача 7. Якщо αχ
= βρ то який кут більший � а4 чи β4?

Відповідь: α4 < β4.

I Задача 8. Якщо α2
= β3, а βχ =

�, то ,ах
= -\ Довести.

З З

β V3*
�Доведення. Оскільки cosp3=tg�, то cosp3 =�.

Δ о

З іншого боку, cosa2 =-^Lsin-^-. Оскільки α2
= β3, то

cos
л/з 2 . ax о . л а

Рз =

у-
=

^siny
· Звхдкн αχ = -.

w

j Задача 9. Дано α3
= β3, αχ = знайти α3.

�За умовою tga3 = tgP3. Виразимо tga3 через tg�. Маємо
2

tga, J1-·�84
1-�tg2�

3 2

cos a3

3·

388



Оскільки αχ =
�, το tga3 = д/θ ~ 2д/2.·
з

Друга група (три кути)

I Задача 10. Дано αχ
=

α2
= β1. Знайти β2.

� Оскільки αχ
=

α2, το 2sin� = 7з cosax. Маємо

2 sin� = л/з] 1 -

2 I
2 sin2 �

Значить,

2T3sin2 �+ 2sin�
n .a!

- 2 + 728 . ax -1 + 77
- V3 = 0, sin� = t=�; sin� =

p=�.
473 27з

Знайдемо �, отримаємо β2.·

І Задача 11. Знайти кут αχ, якщо аг
= β1 = β2.

� Задача розв�язується аналогічно.·

I Задача 12. Знайти ар якщо ах = = β2.

� Маємо sin�= ^-οο3β2. За умовою sinax = -^-coscq, або
2 2 2

tgax=^-, ax = arctg^L·
І Задача 13. Довести, що якщо αχ

= βχ = β5, то трикутна

піраміда не існує.

� Маємо 3ΐηβ5 = 2tg�· 7°οθβι· Враховуючи умову, маємо

sinax = 2 tg7C0S αι > звідки cos2� = ^cos ax, маємо
2 2

1 + cos ax = 27cosax,
значить cosa^

= 1, a = 0 а цього бути не може.®

І Задача 14. Знайти 04, якщо αχ = � βχ = β3.
2

� Маємо tg� = οοββ3. За умовою
2
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tgax = cosax, sinax = cos2ax, sin2ax + sinax -1 = 0;

-1±V5 . -1 + 75 ·sm ax
=

, ax = arc sm .

w

2 2

І Задача 15. Якщо αχ
= βχ = β4, то правильної трикутної піраміди

не існує. Довести.

�Доведення Маємо За умовою

яΔ COS
Οι

2
, звідки sinax = л/2, значить, кута αχ не існує.·

. cti
sm�

2

Третя група
(дві пари кутів)

Задача 16. Якщо αχ
= βχ, α2

= β2, то трикутної (чотирикутної)
піраміди не існує. Довести.

�Доведення. Маємо sin�= �cosa2. За умовою

sin� = �^-οοεβπ. Але ��οοεβ2 = sin�, або -�οοεβ2 =-�οοββ2,
2 2 2 2 2 2

а цього бути не може.·

Задача 17. Якщо αχ
= βχ, α3

= β3, то трикутної (чотирикутної)
піраміди не існує. Довести.

�Доведення. Маємо tg·^ = л/з cosa3, значить (за умовою),

= д/з cosp3. Але οοεβ3 = tg�, відповідно, tg� = л/з tg�, що
2 2 2 2

неможливо. ·

(Задача 18. Дано αχ
= β2, α2

= β3. Знайти залежність між α3
і βι·

�Маємо cosa3==^-tg�. Але3
3 2 3 2

- cos β2
+ οοεβ2

l cos β2=72 sm βι
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Значить, tg� =

2

1-V2sin� fc

�2-. Отже, cosa3 =
�.

(l- Vising
l-2sin2 �

2
1 + л/ЇЇ sin�

2

відповідно, cosa3

1 - УІ2 sin�
2 (

л/з · Jcos βχ

І Задача 19. Знайти кути αχ, α3, βχ, β3, якщо αχ
= βχ, α3

= 2β3.
� Оскільки αχ

= βχ, то л/з cos α3 = cos β3. Підставляємо α3
= 2β3,

маємо λ/ЇЇοοε2β3 = οο8β3. Нехай οοββ3 = χ. Тоді маємо

л/з (2χ2 -1) = χ, або 2д/3х2 - χ - л/з = 0.

�Уз� Л
· л/з* о

л

хг = < 0 � не підходить; х2 =
�, β3 = -.

3 2 6

Отже, β3 =

у α3 =у; cq = βχ = 2 arctgу- (скориставшися

співвідношенням tgу
= 7з cos α3 ).·

Задача 20. Довести, що якщо αχ
= β3, α2

= β2, то

tg�+ 3sin2�= 1.
2 2

�Доведення. Враховуючи умову, маємо

siny
=

·γ-ε°8β2 і tg| = cosP3.

Але cos2�=Р» osh-n � 2 Рз θ
πιτί� *_2. � ,

. Оскільки sin � = �cos β2, то
2 2 4

Q п tg� + 1 о

cos2 � + sin2 � = - + � cos2 β2 = 1,

або

2R'+ 1+3 cos β2 = 4.

Оскільки cos β2 = л/ЇЇ sin�, то 2|tg� + 11 + 3 · 2 · sin2-^ = 4,
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звідки

tg� +1 + З sin2 � = 2,
2 2

або

tg�+ 3sin2 �= 1. ·
2 2

І Задача 21. Знайти кут αχ, якщо αχ
= β5; α3

= β3 і βχ = ~.

I 3

�Маємо βίηβ5 = 2tg �Α/οοββχ, або

sinax = 2 tg �д/cos βχ.
2

(1)

Але tg-^- = cos β3 = cosa3 = ^y-tg·^. Рівність (1) буде такою:

sin ax
= 2 · tg д/cos βχ. (2)

Оскільки за умовою βχ =
�,

то д/cos βχ = Значить, рівні
З 2

2) виглядатиме так:

2 ах л/з л αχ 1
о

1
cos � =

, або cos� =
-77=· ai = 2arccos�7=.

2 3 2 2 ^6 $5

cos ^3 - /ХоЛ
COS β3

Задача 22. Якщо tg�cosa3 = tg�οο3β3, το
2 2

о δ»

Довести.
�Доведення. Оскільки

tg�= л/з cosa3, а tg�= οο8β3,
2 2

> задану рівність можна переписати так:

2 2 о
cos2 a3 1

х
π

cos a3 = cos β3, або -ξ�2- = = tg �,7з�2- �2

cos2 β3 л/з θ

cos «з - kg-.·
cos β3 V 6
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І Задача 23 (!). Знайти кути αρ βρ α3, β3, якщо α3
= β3,

I α,
= 1,5β,.

� Оскільки α3
= β3, то, як було показано раніше, tg-^- = л/з tg-^-.

Нехай β1 = 4х. Тоді αχ
= 1,5β1 = бх, і маємо:

tg Зх = л/з tg 2х.

Враховуючи, що tgx 10, і заміняючи tg2x = и, отримаємо

3-u
_

2л/з
1 - 3u

�

1 - и
9

або 3 - 4u + и2 - 2д/з - 6д/3и, и2 - (4 - 6-\/з)н + 3 - 2-Уз = 0.

Знайдемо дискримінант D:

D = (4-бТз)2 -4(3 -2>/з)= 112 -40Тз = 4(28 - 10л/з) =
= 4(25 - 2 · 5 · λ/З + з)= 4(5 - 7з)2.

� . 4 - 6л/з + 2(5 - л/з) � � /-
Тоді и12 = �і 4 ц, = -3 - 2V3 � не підходить,

Δ

и2 = 7 - 4д/з = 4 - 2 · 2л/з + 3 = (2 - л/з)2,
звідси tg2 х = (2 - л/з^ (кут х � гострий):

tg х = 2 - 73; х = arctg(2 - л/з).
Нескладно показати, що tg�= 2- л/з, значить, х =

�,
а

� π π

рі=її; «1=ЇЇ.

Враховуючи, що tg� = 7з cosa3, β3 = α3 = arccos�. Отже,
2 З

о
π π

о
а/З �

βι = �і = Рз = �з = arccos�. ·

Задача 24 (!). Знайти кути а, і β,, а2 і β2, якщо а,
= β,,

а2
= 1,5β2.

� Оскільки а,
= β,, то

Тїї οοββ2 = л/з cosa2. (1)

Нехай β2 = 2х. Тоді а2
= 1,5β2 = Зх і

393



або

л/ЇЇ cos 2х = д/з cos Зх, (2)

л/2 � 73 Q
cos 2х = cos Зх,

2 2

звідки cos°45 · cos2x = cos°30 · cos3x.

Очевидно, χ = �. Отримаємо цей результат.
X

Нехай cosx = t, тоді cos2x = 2t2 - 1 і cos3x = 4ί3 - 3t, при цьому

И)оскільки х=�сс2, а а2 є

о
то хє|0; �|, значить,

t є , і рівняння (2) матиме вигляд:

ν У

Τ^ί2 -1) = >/3ί(4ί2 - з).
Або після перетворень:

4л/з? - 272ί2 - Зл/Зі + 72 = 0. (3)

Щоб отримати наведене рівняння, домножимо (3) на Зл/ЇЇ :

12л/бї3 -12ί2 - θΤθί + 6 = 0. Нехай Τβί = и :

2u3 - 2a2 - 9u + 6 = 0.

Домножимо рівняння на 4, щоб вийшло наведене:

8а3 - 8u2 - 36а + 24 = 0.

Нехай 2и = ν. Маємо

у3 _ 2υ2 - 18υ + 24 = 0.

Тоді

(и + 4)(и2 - 6υ + 6) = 0.

Маємо υχ
= - 4; υ2>3 = 3 ± л/з.

1) Якщо а = - 4, то и = ^- = -2; ί = ~^= = <0 �
2 7б V3

7з

не ПІД¬

ХОДИТЬ, оскільки -� < ί < 1.
2

2) Якщо υ = 3 - 7з, то а =

-^
= 1 < не

підходить.
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о\ст ο Γζ уЗ + л/з, и л/з +1
3)Якщо V = 3 + л/3, то и = � = �

, t3 =

-γ=-
=

у=^-, ЗВІДКИ
2 2 л/θ 2л/2

л/з� +1
2л/2

х = arccos-

Нескладно показати, що cos� = jl·1, тобто χ = �.

12 2V2 12

Отже, β2 = �£; α2 =4;
6 4

Я . Ve
cosa?

2
βχ = αχ = 2 arcsin = 2 arcsin

\ 7

Задача 25 (!!!). Знайти кути αχ, α2, βχ, β2, якщо α2
= β2;

βχ = 0,75αχ.
� Оскільки α2

= β2, το

Visin� = Vicos�.
2 2

(1)

Нехай αχ
= 8χ, тоді βχ = 6χ, при цьому оскільки αχ є (0; π)

то х є ^0;
�

j. Рівняння (1) виглядатиме так:

Vi sin 4x = Vi sin 3x.

Рівняння (2) можна записати так:

(2)

. π . . . π . .

sm�sm4x = sin �sm3x.

Очевидно, що χ = �. Знайдемо це значення х. Маємо
12

л/ЇЇ · 2(2 sin х cos χ) · cos 2x = л/з sin х(з - 4 sin2 x).
Враховуючи, що sinx Ψ 0, отримаємо

4л/2 cos x cos 2x = л/з (з - 4sin2x). (3)

Нехай cosx = t. Тоді рівняння (3) матиме вигляд:

4V2i(2i2 -l)= Vi(4i2 -l),
або 8V2f3 - 4Vii2 - 4V2i + Vi = 0.

Нехай V2f = u. Тоді 4u3 - 2-Viu2 - 4u + Vi = 0. Домножимо

отримане рівняння на 2(Vi)3, щоб отримати наведене:
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8(л/з)3ы3 - 4(Тз)V - 8(л/з)3u + 2(43)^ 0.

Нехай 2л/3и - υ. Маемо υ3-3υ2-12υ + 18 = 0. Тоді

(и + 3)(υ2 - 6υ + 6) = 0. υ2>3
= 3 ± л/з.

1) Нехай υ = - 3. Тоді

и = �¥j= = звідси t

2V3 2

-Л
2V2

и

Ίζ
< 0 � не підходить.

п\ п υ л/З-1 . и л/З-1
2)� = з-7з, �-^

=

-5-· ««си ' = =
, зна-

λ/З-1 1 π

чить, cosx = т=- <�, χ >� � не підходить (нагадаємо, що
2V2 2 З

х є І 0; - j).

о\ о Гь υ +1
j.

и л/з +1
3) u = 3 + V3, =

�, звідси

л/з +1 π
cos χ =

7=^-, χ = �.

2л/2 12

Отже, х =
�, 04 =

�, βχ =
�, а цього бути не може, значить,

1Δ О А

відповідь не підходить. ·

Відповідь: піраміди, які б задовольняли умові задачі, не

існують.

ГлаваS4

ПОШУК АНАЛОГІЙ І АНАЛОГІЯ В ПОШУКУ

Геометрична ситуація для трикутника досить тривіальна:
те, що збігаються центр описаного навколо трикутника кола

та інцентр, підштовхує до легко прогнозованого висновку
�

трикутник буде рівносторонній.
Аналогія з тетраедром: якщо збігаються центри описаної і

вписаної сфер �припущення, що тетраедр�правильнапіраміда
або ж правильний тетраедр буде правильним, але... частковим.

Пошук точнішої аналогії підштовхує до сміливішого

припущення, яке ми доведемо: тетраедр буде рівногранним!
Смілива аналогія! Неочевидна аналогія!
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Саме завдяки їй постає питання: які властивості характерні

для будь-якої піраміди, у якій збігаються центри вписаної і

описаної сфер. Ось чому від тетраедра ми перейдемо до піраміди,
навколо якої можна описати кулю і в яку можна вписати сферу,
тобто до правильної! Але � по порядку.

Теорема. Тетраедр, у якого збігаються центри описаної і

вписаної куль, � рівногранний.

�Доведення. Нехай DABC (рис. 84.1) тетраедр, у якого

збігаються центри описаної і вписаної куль.

З�єднаємо центр О з вершинами D, А, В, С і тим самим

розіб�ємо тетраедр DABC на чотири тетраедри, у яких за основи

візьмемо грані даного тетраедра. У цих тетраедрів висоти рівні
(радіуси вписаної кулі); бічні ребра тетраедрів також рівні
(радіуси описаної кулі).

Із рівності бічних ребер малих тетраедрів: у кожному з них

спільна вершина О проектується в центр О. (і = 1, 2, 3, 4) кіл,
описаних навколо граней тетраедраDABC (рис. 84.2). Оскільки
00

х
= 002 = 003= ОО4 і ОА = ОВ = ОС = OD, то радіуси цих кіл

рівні (як сторони рівних трикутників).
Доведемо, що плоскі кути будь-якої з вершин тетраедра

дорівнюють відповідно кутам протилежної грані. Дійсно,
розглянемо, наприклад, кути при вершині D. Зазначимо, що

AADB = ZACB. Уведемо позначення:

ZBAC = ABDC =

а, ААВС
= AADC = β, ZACB = AADB =

γ,
AACD = AABD =

ccp ABCD
= ABAD = βχ, ADAC = ADBC =

yr
Тоді маємо:

із ААВС: α + β + γ
= 180°; (1)

із AABD: αχ + βχ + γ
= 180°; (2)

із AACD: αχ + β + γχ
= 180°; (3)

із ABDC: α + βχ + γχ
= 180°; (4)

із (1) і (2): αχ + βχ = α + β; (5)
із (3) й (4): αχ

-

βχ = α - β. (6)
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Із (5) та (6): αχ
= α; βχ = β, звідси γχ

=

γ, а значить,

ААВС = AADC = ΔΑΒΒ = ABDC,

при цьому АВ � DC, АС = BD, ВС � AD, тобто грані � рівні
трикутники, і протилежні ребра тетраедра попарно рівні. ·

Властивості п.-кутної піраміди, у якої збігаються центри
вписаної та описаної куль1

Перша властивість. Сума плоских кутів при вершині
піраміди n°j дорівнює 180°.

Перед доведенням звернемо увагу на теорему:

Якщо з центра кулі, описаної навколо многогранника

опустити перпендикуляр на його грань, то основа цього

перпендикуляра буде центром кола, описаного навколо

многокутника, який є відповідною гранню цього многогранника.

Довести самостійно.

Переходимо до доведення властивості (рис. 84.3).
�Нехай К � центр сфер. Якщо KN � перпендикуляр, то

AN= BN = NS як радіуси кола, описаного навколо грані ASB.

Прямокутні трикутники AOA", ANК рівні, відповідно, AO =AN (*).

460°
Аналогічно: BO = BN, ZAOB = ZANB = .

n

Але кут ASB � вписаний, він опирається на ту ж дугу, що

і центральний кут ANB, тому ZASB = � ZANB; тобто
2

Рис. 84.3

п

Друга властивість. Апофема піраміди П°І дорівнює сумі
радіусів кіл, вписаного й описаного

навколо многокутника, що лежить в

основі піраміди.

� Доведення. Нехай М � середина

відрізкаАВ (рис. 84.3). Оскільки ΔΑΟΒ =

= ΔΑΝΒ, то NM = ОМ = г (г � радіус
кола, вписаного в основу П0^:

AO = AN = NS = R

(R � радіус описаної сфери).

Значить, SM = SN + NM = R + r.*

1 Таку піраміду позначатимемо П°г
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Третя властивість. Нехай φ � двогранний кут при основі

піраміди n°j (рис. 84.3). Тоді

cos φ
= ·

ctg
180°

ctg
90°

_ 90°
�Доведення. Із AASM: SM = AM ctg . Із ASMO:

n

OM
SM =

, звідси
coscp

Із AAOM:

,
AM

x
90°

1 = coscp · ctg .

OM n
(1)

AM
,

180°
= tg

OM n
(2)

Враховуючи співвідношення (1) і (2), отримаємо

180°
�

м
180°

А
90° . ctg_T"

1 = cos φ
· tg�г-ctg , звідси cos φ = .

η η 90

ctg
η

Четверта властивість. Позначимо α � кут нахилу бічного

ребра nOj до площини основи. Тоді φ + 2а = 180°.

�Доведення. У трикутнику OSM КМ � бісектриса кута

0MS (рис. 84.3). Тому Оскільки KS = АК, то

KS SM

Із (3) виходить, що

ОК ОМ

АК~ SM'
(3)

КОКА = KOMS,
а значить,

180° - 2α =

φ, φ + 2а = 180°. ·

П�ята властивість. У піраміді П0^
π

г

ЇЇ

COS-

,
π

1 + cos �
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�Доведення. Маємо KO =

r; KS = R; ZAOM = � (рис. 84.3).
n

Q r OM
За теоремою про бісектрису: � = = cos φ; із трикутника

KAO: cos /АКО =
~, відповідно, ZAKO =

φ. Із трикутникаΑΟ/ί,
jR

АОМ і ОМК отримаємо

π φ ОМ OK OK
х

cos�tg-2- = = = ctgcp.
n 2 ОА ОМ ОA

Значить, coscp = ·

π
cos �

�, звідки �

1 + cos�
R

n

π
cos �

n ·

-ί π
1 + cos �

«СМАЧНІ» СТЕРЕОМЕТРИЧНІ НЕРІВНОСТІ

З КОМЕНТАРЯМИ

Геометричним нерівностям у планіметрії пощастило значно

більше, аніж стереометричним. Вони попросту � популярні.
І якщо в шкільній геометрії поява планіметричних нерівностей
як задач

� справа звична, то стереометричні нерівності для

школярів втрачені. Як їх повернути? Та як завжди, просто
�

їх потрібно самому полюбити, як щось смачненьке. Спробуємо
із великої кількості стереометричних нерівностей виділити
«найсмачніші». При цьому доцільно було б розглянути дві

групи нерівностей: перша � доводиться за допомогою

алгебраїчних і тригонометричних співвідношень і друга � «суто

геометрична».

1. Застосування алгебраїчних і тригонометричних

співвідношень

Розглянемо доведення стереометричних нерівностей за

допомогою алгебраїчних нерівностей і тригонометричних
формул. Вважаємо, що читач знайомий з нерівністю «трьох

квадратів», співвідношенням між середнім арифметичним і

тригонометричним двох і більше чисел (нерівність Коші), сумою
двох обернених величин.

Нерівністю «трьох квадратів» називають нерівність виду:

а2 + Ь2 + с2 і ab + ас + Ьс, (1)
де а, Ь, с � будь-які дійсні числа.
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Нехай a, b, с � виміри прямокутного паралелепіпеда, тоді
нерівність (1) можна перетворити на стереометричну нерівність.

І Задача 1. Довести, що в прямокутному паралелепіпеді
подвоєний квадрат діагоналі не менший за повну поверхню.

Коментар. Тут і далі будемо використовувати
співвідношення: квадрат діагоналі прямокутного паралелепіпеда
дорівнює сумі квадратів трьох його вимірів:

d2 = а2 + Ь2 + с2 (d � діагональ, а, Ь, с � виміри
паралелепіпеда ).
�Доведення.

d2 = а2 + Ь2 + с2 і ab + ас + be = Sx + S2 + S3 =
2

(Sp S2, S3.� площі граней, S� � повна поверхня).

Значить,

2d2> S·

InЗадача 2. Із всіх паралелепіпедів за заданою діагоналлю
знайти паралелепіпед з найбільшою повною поверхнею.

� Із попередньої задачі виходить, що це куб. ·

Задача 3. Довжина діагоналі прямокутного паралелепіпеда
d. Яку найбільшу величину може мати об�єм цього

паралелепіпеда?

� d2 = а2 + Ь2 + с2 > ab + ас + Ьс > 3^а2Ь2с2 = tfjv2.
Рівність правильна, якщо

а = Ь = с =

V3

Відповідь: У = -==-.·
V27

Задача 4. Довести, що в прямокутному паралелепіпеді

d2 > yfv · (ja + л/b + л/с), де d � діагональ паралелепіпеда, а,

Ь, с � його виміри, V � об�єм.

�Доведення. Маємо

d2 > ab + ас + bc = +(^ >

> a4bc + bjac + e-/ab = Jabcija + -Jb + Vc).
Оскільки V = abc, то нерівність доведено.·

Коментар: тут двічі було застосовано нерівність трьох
квадратів � прийом, який ми ще неодноразово використаємо.

Введемо позначення 4р � сума всіх ребер паралелепіпеда:
р = а + Ь + с.
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Задача 5. Довести, що в прямокутному паралелепіпеді

ASS
�+

-y-
+� > p, де Sp s2, s3 � площі граней, які не містять

відповідно ребра а, &, с.

Коментар: зверніть увагу на іншу форму запису нерівності
трьох квадратів:

Ьс ас ab (2). + � + �>а + ь + с.
abc

�Доведення. Маємо � +� +� >а + Ь + с. Доведемо, що це
"

abc

нерівність трьох квадратів. Дійсно, оскільки а > 0; Ь> 0; с> 0,
то, домнозкивши обидві частини нерівності на abc, отримаємо
нерівність трьох квадратів. ·

І Задача 6. Довести, що в прямокутному паралелепіпеді
а4 + б4 + с4 > V ·ρ.

�
Д оведення

а4 + Ь4 + с4 > a2b2 + b2c2 + а2с2 > a2bc + ab2c + abc2 =
= abc(a + 6 + с) = V· р.

·

І Задача 7. Довести, що р2 £ ·|·3�.
�Доведення. Перепищемо задану нерівність так:

(а + Ь + с)2 >. 3(ab + Ьс + ас),
або

а2 + b2 + с2 + 2ab + 2ас + 2Ьс > ЗаЬ + Зас + ЗЬс,
або

а2 + b2 + с2 > ab + Ьс + ас. ·

Задача 8. Довести, що в прямокутному паралелепіпеді

а2+&2+с2^РІ>
З

Коментар: ця нерівність зазвичай подається як умовна

нерівність:

а2
Дано: х + у + ζ � а. Довести: х2 + у2 + ζ2 > �.

О

�Доведемо задану нерівність: За2 + 362 + Зс2 > р2.
Але р2 � а2 + b2 + с2 + 2ab + 2Ьс + 2ас. Значить,

За2 + ЗЬ2 + Зс2 > а2 + Ь2 + с2 + 2ab + 2ас + 2Ьс,
або

а2 + Ь2 + с2 > ab + ас + Ьс,
отримали нерівність (1).·
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І
Задача 9. Довести, що в прямокутному паралелепіпеді

Sj2 + s22 + s32 > л/зУсг.
Коментар. Перш ніж перейти до паралелепіпеда, зверніть

увагу на тотожність

(х + у + ζ)2 = х2 + у2 + ζ2 + 2(ху + yz + xz),
до якої застосовується нерівність трьох квадратів.
�Доведення. Маємо:

(х + у + z)2 > 3(ху + yz + zx).
Нехай

х = (ab)2; у
= (be)2; ζ = (ас)2.

Отримаємо

((ab)2 + (ас)2 + (be)2)2 > 3a2b2e2(a2 + b2 + e2) = 3a2b2c2d2.

Нехай a, b, e � виміри прямокутного паралелепіпеда. Тоді

Si2 + S22 + S32 > 4sVd. ·

Задача 10. Довести, що в прямокутному паралелепіпеді

1 1 1

abc

а8 + &8 + с8
т/3

�Доводиться аналогічно до попередніх нерівностей.
·

Задача 11. α, β, γ � відповідно величини плоских кутів

4 о

тригранного кута. Довести, що αβ + βγ + γα < � π .

О

Коментар. Нерівність обрано тому, що вона доводиться за

допомогою нерівності трьох квадратів.
�Доведення. Враховуючи нерівність трьох квадратів, маємо

або
αβ -Ь βγ -Ь γα' < a2 + β2 + γ2

3αβ + 3βγ + 3γα < α2 + β2 + γ2 + 2αβ + 2βγ + 2γα.
або

αβ + βγ + γα
<� (α + β + γ)2. *

(1°)
3

Оскільки сума плоских кутів тригранного кута менша за

2π, маємо:

αβ + βγ + γα
< � (2π)2

З

Задача 12. Серед всіх прямокутних тетраедрів з висотою h

знайти тетраедр найменшого об�єму.
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Коментар*, ця задача доводиться за допомого нерівності

Коші (п = 3) і співвідношення -Л- + -4- + А- = Дг, деа,Ь,с � бічні
а2 Ь2 с2 h2

ребра тетраедра.

�Доведення. Маємо

А 1 1 1 1 1 J ї тг л/з , 3Але "Т + + =

"V� ТОМУ �V 3 ·

η 7�
аб° V - ~^h ·

а2 b2 с2 h2 h2 Ї36У2 2

Значить, це буде прямокутний тетраедр з рівними ребрами

(а = h^3 ). Його об�єм дорівнюватиме �h3.
2

(Задача
13. Довести, що куб діагоналі прямокутного

паралелепіпеда більший за суму кубів його вимірів.
Коментар. Нерівність цікава тим, що вона аналогічна до

попередньої планіметричної нерівності: с3 > а3 + Ь3, де с, а

і Ь � гіпотенуза і катети прямокутного трикутника. Та

й доведення стереометричної нерівності аналогічне до

планіметричної.
� Доведення. Нехай а, Ь, с � виміри прямокутного

паралелепіпеда, d � його діагональ. Тоді

d3 = d(a2 + b2 + с2) = a2d + b2d + c2d > a3 + b3 + c3,
оскільки d > a, d > b, d > c. ·

(Задача
14. Довести, що об�єм тетраедра менший за шосту

частину кореня квадратного добуткудовжин всіх його ребер.

Коментар. Доведення задачі' базується на поширеному

прийомі: відома формула перетворюється в нерівність,
наприклад, площа трикутника S обчислюється за формулою

S = �absinC
2

fa, Ъ � сторони, С � кут між ними), оскільки

sinC < 1, маємо S < �.
2

�Доведення. Нехай а і Ь � сторони основ тетраедра. Тоді

осн

ab

Т�
<

Нехай с � бічне ребро тетраедра, h � висота, опущена на

основу. Тоді
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6
Нехай Μ � вершина тетраедра. Тоді

γ < АВАС-МА. у <
АВВСМВ

V <

66

АС·ВС· МС МА-MB· МС

6
; V<

6

Перемножимо ці нерівності, отримаємо потрібне.·

Задача 15. Доведіть, що об�єм правильної піраміди менший

за
-у куба довжини бічного ребра І.

�Доведення. Опишемо навколо піраміди конус з твірною І

і кутом х між твірною і основою конуса.

πΖ3 2

З 3
�

_

V <� ·

І Задача 16. Довести, що площа будь-якої грані тетраедра
менша за суму площ трьох інших граней.

Коментар.Для доведення цієї нерівності використовується
теорема про площу проекцій і властивості тригонометричних

функцій.

�Доведення. Позначимо S � площу основи, Sp S2, S3 �
площі бічних граней, α, β, γ � двогранні кути при ребрах основи
тетраедра. Тоді

S = SjCosot + S2cosp + S3cosy < Sx + S2 + S3.·
Задача 17. У тетраедрі Sp S2, S3 � площі бічних граней, Лр
Λ2, h3

� відповідні висоти бічних граней, V � об�єм

тетраедра. Довести, що V <�^S1S2S2h1h2h3.
З

Коментар*, аналогічно до формули площі трикутника
є формула площі тетраедра

2 S1 · S2 sin φ

3 аа
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де φ � кут між бічними гранями з площами S± і S2, а � їхнє

спільне ребро. Оскільки sincp < 1, то

З а

�Доведення.

у
2 Si · S2 . у <: 2. g?,.

· S3 . у <
2 Si · S3

За� З Ь 3 с

2

З
У3 < Sx · S2 · S3 · Sx · S2 · S3

abc

2Ϋ 2SX · 2S2 · 2S3 · Sx · S2 · S3
3 J abc · 8

2Ϋ h^hsS^Ss
3j 23

У<

І
Задача 18. Якщо діагональ прямокутного паралелепіпеда
утворює з площинами його граней кути α, β, γ, то

tg2a + tg2p + tg2y >1,5. Довести.
Коментар: доведення заданої нерівності зводиться до

відомої нерівності

а

Ь+с а+с

Доведемо її:

а + Ь 2

а

Ь + с а+с

-С - + 3 > � + З,
а + Ь 2

(а + Ь + +
1

а + Ь

1
+

а + с

звідки

((а + &)+(& + с)+ (с + а))[�!� +�� +�� І 9,

а ця нерівність доводиться безпосередньо за допомогою

нерівності Коші для η = 3.

� Доведення.Розглянемо паралелепіпед ABCDA1B1C1D1
2

(рис. 85.1). Нехай /.BDB, = а. Тоді tg2a = �

Ъ2 с2
b +С

Аналогічно tg2p = � tg2y= /
a2 ·+ c2 a2 + b2

Так, задана нерівність зводиться до нерівності

а2 Ь2 с2 ^3
+

а2+с2+ а2+Ь2 2Ь2+с2



Задача 19. Усі плоскі кути при вершині тетраедра прямі.
Грані утворюють з основою піраміди кути α, β, γ. Довести,
Що _

tga + tg β + tgy > 3V2.
� Доведення. Проведемо висоту АА± грані ABC (рис. 85.2).

Тоді ZSA^A � лінійний кут двогранного кута ВС (доведіть!),
відповідно, ZSAjA

= а. Позначимо SA = a; SB = b; SC = c. Із

прямокутного трикутника SBC:

SAi
be

4b2 + с2
і tga =

SA

SAr

aylb2 + с2

be

Аналогічно

^β =

b^la2 + с2
'

ас
tgy =

cjb2 + а2

ab

Маємо

tga + tgβ + tgγ =
aylb2 +с2 fala2 +

л2
с� суіа2 + Ь2

Ьс ас ab

^Ь2 +

с2
+ ^с2 +

а2
+ ^Ь2+а2'

Скористаємося нерівністю Коші

+ � и x + y + z > З^хуг.

Тоді

tg а + tg β + tg γ £ a
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«Суто геометричні» нерівності
Задача 20. Доведіть, що можна побудувати трикутник, у

якого довжини сторін дорівнюють сумі довжин мимобіжних

ребер тетраедра.

Коментар. Використовується «головна» нерівність
трикутника. Задача аналогічна цій нерівності.
� Доведення. За нерівністю трикутника (рис. 85.3)
SA < SC + АС. Аналогічно SA < SB + АВ; ВС <АВ + АС,
ВС < SB + SC. Додамо ці нерівності і поділимо на 2. Отримаємо
SA + ВС < (SB + АС) + (SC + АВ).

Аналогічно доводиться, що
SB + АС < (SA + ВС) + (SC + АВ)

та

SC + АВ < (SA + ВС) + (SB + АС).
Сторони шуканого трикутника (AS + ВС); (SB + АС);

(SC+AB).·

(Задача
21. Доведіть, що площа бічної грані трикутної

піраміди менша за суму площ двох інших бічних граней.

�Доведення. Побудуємо площину, перпендикулярну до

бічного ребра призми (рис. 85.4). Нехай х,у, ζ � сторони цього

перерізу, d � бічне ребро призми. Маємо х + у < ζ, помножимо

на d. Тоді dx + dy < dz, або Sx + S2 < S.·

Задача 22. Довести, що у прямокутному паралелепіпеді
відстань між діагоналями суміжних граней, що
перетинаються, не більші за одну третю діагоналі цього тетраедру.

Коментар. Задача споріднена з відомою задачею про
відстань між двома мимобіжними діагоналями суміжних

граней куба. Звідси й аналогічне доведення.

�Доведення. Проведемо перерізи BC^D, ΑΒχΏν а також

діагональні перерізи ААХСХС (рис. 85.5). Можна показати, що

відстань між першими діагональними перерізами дорівнює
відстані між діагоналямиAD. і DC,.



Очевидно, що відрізок MN (рис. 85.6) не менший за відстань
між діагональними перерізами. ОскількиМ іN� центроїди цих

перерізів, то MN = � АХС, NH < MN, де NH � відстань між
З

перерізами, або, що те ж саме, між діагоналями, що

перетинаються, �ADX і DCV

І Задача 23. Радіус описаної навколо тетраедра сфери R, радіус
вписанної сфери г. Довести, що R > Зг.

�Доведення. Візьмемо на кожній грані тетраедра по точці.
Сфера, що проходить через ці точки, не менша за вписану

в тетраедр (гх > г). Якщо ці точки � центроїди граней, то вони �

вершини тетраедра, у якого ребра втричі менші за ребра
заданого. Тому сфера, якій належать ці точки, втричі менша за

сферу, описану навколо заданого тетраедра. Звідси

г<�, тобто Л>3г.·
З

Глава86

КОЛИ ІСНУЮТЬ РІВНОРЕБЕРНІ ПІРАМІДИ

Про рівнореберну піраміду багато може сказати сама назва �

піраміда з рівними ребрами. Відсутність у класифікації і на

практиці зумовлена, мабуть, наявністю правильного тетраедра.
Помилково здавалося, що такі піраміди не дуже цікаві. Тому ще
несподіванішим став отриманий результат: рівнореберні
піраміди не завжди існують, і ще дивовижніше � знайдено
критерій існування рівнореберних пірамід; Почнемо з вивчення

чотирикутної піраміди. Припускаємо, Щ0в основі піраміди
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лежить ромб. Оскільки бічні ребра цієї піраміди рівні, то основа

висоти, опущеної з вершини на основу, буде центром кола,

описаного навколо цієї основи. Значить, в основі чотирикутної
рівнореберної піраміди буде квадрат.

Нескладно помітити, що рівнореберної шестикутної піраміди
не існує. Дійсно, розглянемо піраміду SABCDEF (рис. 86.1).
Розглянемо трикутник SAD: у нього сторони SA = SD = а і

AD = 2а � а цього бути не може.

А може, існує рівнореберна п�ятикутна піраміда?
Розглянемо піраміду SABCDE (рис. 86.2). Оскільки

трикутник SAC дорівнює трикутникуABC, то п�ятикутна рівнореберна
піраміда існує.

Отже, «неприємності» починаються з шестикутної
рівнореберної піраміди. Зручно перевірити факт існування
восьмикутної рівнореберної піраміди (рис. 86.3).
Як і в шестикутній рівнореберній піраміді, розглянемо

існування одного із діагональних перерізів SAXA5.
Позначимо внутрішній кут правильного восьмикутника

AjAgAg-.-Ag як а, кутА^АдАд як φ.

Маємо:

АХА3 = 2asin�, (сх = 135°). φ = сх � 2| � � �Ί = 2α-π.
2 \2 2;

ААд = 2A1A3sin·^·.
Має бути: ΑχΑ5 < SAX + SA5, або 4αsin�sin� < 2α,

2 2

. α . φ 1 . α 1
або sm�sm- < �, або -sm-cosac �.

2 2 2 2 2
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135° 1
Оскільки ос = 135°, то -sin cosl35° > �, тобто А.А, > 2а �

2 2 15

протиріччя. Восьмикутної рівнобедреної піраміди не існує!
Розглянемо критерій існування рівнореберної га-кутної

піраміди.
Щоб не «шукати» найбільшу діагональ, змінимо методику

дослідження: розглянемо існування висоти SO рівнореберної

піраміди (рис. 86.4).
Нехай � правильний η-кутник, внутрішній кут

якого а, О � центр основи. Тоді

Має бути:

2 cos -^--1^2 cos -^ +1
я 2 а

4 cos �
>0,

або 2cos� -1>0, або cos�>�, значить,
2 2

,

� отримали критерій існування рівнореберної піраміди.

S
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Заради справедливості зазначимо, що застосування теореми

про суму плоских кутів тригранного кута дає можливість

180°(п � 2)
визначити, що п < 6. Дійсно, - -<120°, або п < б,

п

а значить, а < 120°.

Автор вдячний за допомогу в написанні цієї глави учасникам

семінару «Як стати суперучителем» Д. Басову і І. Веригиній.

ШАРОВА БЛИСКАВКА

Спілкуючись з учнями, я достатньо часто використовую

нескладну, але дуже корисну задачу (назвемо її задачею А):
Сторона ВС трикутника ABC є хордою кола, яке перетинає

сторони АС і АВ в точках Ах і В1. Довести, що трикутник

АА^! подібний до трикутника ABC.

�Доведення. Оскільки чотирикутник AjBjBC вписано в

коло (рис. 87.1), то

ZCA1B1 + ZBXBC = 180°.

Але

ЛАА1В1 + ZCAlB1 = 180°,

значить,

ZAA1B1 = ZABC,

відповідно, трикутник ΑΑχΒχ подібний до трикутника ABC.·

Задача жила своїм життям, з�являлася під час опитування

учнів, на заліках і контрольних роботах в 8-9 класах.

Аж ось... Зацікавила своєю
короткою і влучною умовою задача про

сферу (Прасолов В. В.,ШарыгинИ. Ф.

Задачи по стереометрии. � М.: Наука,

1989):

Дано сферу, коло на ній і точку Р,

яка не належить сфері. Доведіть,
що інші точки перетину сфери
з прямими, які з�єднують точку Р

з точками кола, лежать на одному

колі.

Стереометрична задача нагадувала
задачу А, але стереометрія зумовила

ходи в розв�язанні � несподівані, як
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блискавки з добрячою долею

потрясіння не від однієї, а від декількох
спалахів!

Отож, по порядку.

Нехай γ задане коло сфери Г

(рис. 87.2), точкиА і В належать колу

γ. Прямі РА і РВ перетинають сферу
Г другий раз в точках А± і Βν
Перший силах: навколо

трикутника АВР проведемо коло, і в точці Р

дотичну ΜΝ до неї. Очевидно, що

ΖΜΡΑ = АРВА.

Другий спалах: оскільки точки А,

Ах, В, Вг належать площині РА1В1
і сфері Г, то переріз Г цією площиною
дає ще одне коло, в яке вписано

чотирикутник ABBjAp а значить,

ΖΑΑχΒχ = ΖΡΒΑ,
відповідно,

ΖΡΑ1Β1 = ΖΜΡΑχ
і

А1В1 \\ΜΝ.
Третій спалах: пошук площини, на якій розташовані шуйані

точки.

Через коло γ і точку Р побудуємо сферу (зображати її на

малюнку немає необхідності). Через точкуВ проведемо площину

π, дотичну до цієї сфери. Очевидно, що дотична ΜΝ належить

площині π.

Оскільки пряма А1В1 паралельна до ΜΝ, то вона

паралельна до площини π.

Якщо побудувати аналогічні прямі АХСХ, A1D1 і т. д., то вони

будуть паралельні до площини π. Через пару таких прямих

(наприкладΑχΒχ ІАХСХ) проведемо площину X.

Нескладно довести, що всі прямі зі спільною точкою Αχ
і паралельні до площини π розташовані в площині X.

Дійсно, якщо, наприклад, прямаΑχΒχ не належить площині
X, то вона перетинатиме площину X, а значить, і площину π, що

суперечить її паралельності до цієї площини.

Отже, шукані точки належать Г і площині X, а значить,

розташовані на колі, що й потрібно було довести.

Справжнісінька шарова блискавка!

413



ЧАРІВНАСКРОМНІСТЬ

СТЕРЕОМЕТРИЧНОЇПЕРЛИНИ

Навіть досвідчений «боєць» може не звернути увагу на задачу

із наперед «нудною» умовою:

І
Повна поверхня конуса в два рази більша за поверхню
вписаної в неї кулі. Визначити співвідношення об�єма

конуса до об�єму кулі.
Наведемо природне доведення методом від допоміжного

елемента. Нехай І � центр кулі, К � точка дотику кулі до

основи конуса (рис. 88.1). Позначимо І � твірна конуса, R �

радіус основи, г � радіус кулі, Sn
� повна поверхня конуса.

Sn = kR(R + Ζ). (1)
Позначимо α � кут ІВК. Тоді:

R = retget, I =
cos 2α

Підставимо ці вирази в (1):

rctga
cos 2a

Sn = nrctgairctga + rc^a j = nr2 ctg2 af 1 + �-�
cos 2a J cos 2a

Нехай SK � поверхня кулі.
SK

= 4:nr2.
� За умовою

значить,

nr2 ctg2 a
1

cos 2a
2 · 4nr2,1 +

або

К

Рис. 88.1

l + cos2a
o, 2

= 8 tg a.

cos 2a

Нехай VKH, VK � відповідно об�єми конуса і кулі. Маємо

Ал VK=-nR2HКК 3

(Н � висота конуса).

Оскільки Н = R· tg2a, а

4 Q

Vj€ ~3πΓ 1

(2)

то
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VKH
__

kR2R tg 2a
_

tg 2a
_

2 tg a 1 ,q\

Vk з .1πΓ3 4tg3a 4 (l - tg2a)tg3 a 2 tg2 a (l - tg2 a)
3

Далі скористаємося формулою (2):

8te2a=l±cos2a_i +^_ = i + l±tgja
cos 2a cos 2a 1 - tg2 a

_

1 - tg2 a +1 + tg2 a
_

2

1 - tg2 a 1 - tg2 a

Підставимо в формулу (3):

У,сн 4
. 4(l-tg2q) 2

vk 8 tg2 a(l - tg2 a) 2(1 - tg2 a)
отже, співвідношення об�єма конуса до об�єму кулі дорівнює 2.
Під час розв�язання можливі варіації.

Перша варіація

Отримавши співвідношення (2), виразимо tg2a через cos2a.
Маємо

1 + cos 2a 1 - cos 2a
= о

·

1 + cos2acos 2a

звідки

cos2a = �. (1°)
3

Знайдемо тепер співвідношення об�ємів. Маємо

VKH = °tg3 a tg 2a, νκ=|πζ·3.
Перетворимо вираз ctg3atg2a, враховуючи, що cos 2a = � :

о

ctg3 a · tg 2a = ctg2 a · ctg a
sin 2a 1 + cos 2a

cos 2a 1 - cos 2a

cos a · 2 sin a cos a

1 .

� sma

3

= 8.

Друга варіація (інтуїція та аналогія!)
Оскільки в умові задачі йдеться про співвідношення між

поверхнями і об�ємами, то найперше привертає до себе увагу

формула об�єму кулі

або VK= ^SK,
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тобто формулу об�єму можна виразити за допомогою формули
поверхні (S/c). Ачи не можна об�єм конуса виразити за до-помогою

його повної поверхні? За аналогією з формулою площі
трикутника S = rp можна визначити, що Vкн = г· х. Знайдемо х.

Оскільки

VKH -
~ ял #, то � кВгН = гх,

звідки

пЯ2Н nR2

Зг Зг

Виразимо г через І і R. За теоремою про бісектрису:

г

(1)

ІК КВ
�

�� =

�ττ?» або
АІ АВ

R-r

= ri = R-Jl2 - R2 - Rr,

х = �
R

Н л2

ЗВІДСИ

г · (ζ + д) = rJl2-R2, г = R-

Підставимо (2) в (1):

nR2yll2-R2 лІІ + R
X~

3-Jl-RR

звідки x = � � R(l + R.) =�SnK. Значить,
3 3

(2)

VKH : VK = £ · S�.� : S� = 2 (за умовою). (3)

Отже, знайдено формулу VKH = � · Snjc.
З

Тоді запропонована задача розв�язується в один рядок (см. (3)).

Третя варіація («Ретро»)

Прагнення виразити об�єм конуса через радіус вписаної кулі
й повну поверхню змусило пригадати лему про об�єм тіл

обертання, яку було розглянуто у підручнику А. П. Кисельова і яку
вивчають у школі десятиліттями для виведення формул об�єму
кулі і її частин:

Якщо трикутник ABC обертається навколо осі, яка лежить

у площині трикутника, проходить через його вершинуА, але

не перетинає сторони ВС, то об�єм тіла, отриманого при такому

обертанні, дорівнює добутку поверхні, утвореної протилежною
стороною ВС на одну третю висоти h, опущеної на цю сторону
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I (Киселев А. П. Геометрия: Ч. II. � М.: Просвещение, 1964. �

С. 83).

�Подамо об�єм конуса АВС (рис. 88.2) як суму двох об�ємів:

об�єм тіла, отриманого від обертання трикутника АІС (І � центр
вписаної в конус кулі) і об�єма конуса СІВ.

^� = ^1 + ^2·

Об�єм V2 конуса дорівнює V2 = �r S0 (So
� площа основи). А

� З

об�єм тіла обертання знайдено за лемою: Ух = -і-г ·

Але 5»х � це бічна поверхня конуса АВС, значить,

= jr · Si + jr So = + S�) = ^S�.re.
Далі, як і у попередньому способові. ·

Гіпотетичний фінал

Усі попередні способи підштовхують до гіпотези:

Якщо кулю радіуса г вписано в многогранник і вписано в

конус, то

(VK, SK � об�єм і поверхня куля, VM, SM � об�єм і повна поверхня

многогранника, У. � об�єм і повна поверхня конуса).Zvtt fCfi*

V 4:Τζν^ г

�Доведення. Маємо: �=
г-
= �. Скористаємося

&к 4·Зкг З

ЗУ V г V г

формулою г = ��. Значить, = �. Доведемо, що
SM SM 3 SKK 3

Перший спосіб. Аналогічний до виведення формули довжини
кола або площі круга: нескінченно

збільшуючи кількість вершин основи

правильної га-кутної піраміди,
вписаної в конус, перейдемо до межі.

Для тих, кого не влаштовує такий

спосіб, пропонуємо ще два.

Другий спосіб (він фактично
дублює розглянутий третій спосіб

розв�язання задачі):

�kR2H HR

3nR{l + R)~ 3(Z + R)
d°)
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(Ζ � твірна конуса, R� радіус основи конуса, г � радіус вписаної

кулі).

R
_

г HR

'і
-

Η-r�
Г~

1 + R

Порівнюючи вирази (2°) і (1°), отримаємо

(2°)

г

З*

Третій спосіб (застосування тригонометрії). Спосіб
аналогічний до першого способу розв�язання поставленої задачі: г �

радіус кулі, R � радіус основи конуса, а � кут OSB осьового

перерізу конуса (рис. 88.3).

Значить,

ctg а.
jRcosa

г = .

1 + sin а

π#3 ctg а

-дз;О8за'
З (і + sin а)3

(і + sin а)3
4 cos2 а sin а

SKn = 7lR(b + Ζ) = nR\ ρ +
R Ί - π^2(δίηα + ί).

sin α J sin α

= 4πΓ2 =

4π#2 cos2 а
.

(l + sin а)2

SKn _ π#2(ΐ + sina) (l + sina)2 _ (l + sina)3 _
VKH

S/c sin α 4π#2 cos2 a 4 sin a cos2 a VK

Перлина, вона і в стереометрії перлина!..

S

А ВО

Рис. 88.3
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Глава 89

ФОРМУЛА ЕЙЛЕРА В ПРОСТОРІ

Формула Ейлера про відстані між центрами вписаного в

трикутник і описаного навколо нього кола не може не подобатися:

0/2 = Д2 _ 2Rr.

Її характеристики задовольнят навіть найвимогливіпіого

естета геометрії: форма, розмаїття доведень, доступність навіть

для восьмикласниках, звісно ж, доведення.

Як часто трапляється, у стереометрії аналог цієї формули
довго не був найдений, якщо не зважати на таку задачу:

У тетраедрі DABC точка О � центр описаної кулі, R �

Ті радіус, точка Оо � центр кола, описаного навколо

трикутникаАВС, точка Іо � центр вписаного в цей трикутник кола,

Ro і г0
� радіуси цих кіл. Довести, що ОІо2 = R2 -

2/?ого.
�Доведення. Оскільки відрізок 000 перпендикулярний до

площини АВС (рис. 89.1), то трикутники ОО^А і ООоІо �

прямокутні.
Маємо

ОА2 = 00 2
+ АО2, 01 2 = 00 2

+ ОоІ2,
звідки

01 2 = ОА* - АО 2
+ О І 2 = R2 - R2 + ОТ

-

За формулою Ейлера для трикутника АВС

O0I2 = R2~2R0r0.
Відповідно, ОІ2 = R2 -

2Roro.
Хоча умова задачі не збігається з поставленою метою �

знайти формулу ОІ в просторі, вона все ж дає сподівання, що

в шуканій формулі буде фігурувати
вираз R2 2Rr.

***

Декілька років тому в журналі
«Математика в школі» було опубліковано

формулу Дюранда:
У правильній трикутній піраміді

ОІ2 = (R + г)(й - Зг)
(О � центр описаної кулі, R � радіус,
/ � центр вписаної кулі, г � радіус).

Нескладно показати, що ця формула
нагадує формулу Ейлера:

419



(R + r)(R � 3r) = R2-3Rr + Rr-3r2 = R2-2Rr-3r2. (*)
В журналі формула доводилася так:

�Доведення. Доведення проведемо для випадку, коли центр
описаної кулі лежить всередині піраміди (рис. 89.2). Нехай
SABC � правильна трикутна піраміда, Н� центр основи ABC,
М � серединаАС, К � точка дотику вписаної в піраміду сфери
з бічною гранню SAC. Тоді SM � висота бічної грані SAC,
і К є SM. Очевидно, що

01 = |Д + г - Л|,
де h = SH � висота піраміди.

Відповідно,
ОІ2 = R2 + r2 + 2Rr + h2 - 2h(R + г). (1)

Виразимо h2 - 2h(R + г) через Ri r. Нехай HM = x � радіус
кола, вписаного в рівносторонній трикутникABC, тодіАН = 2х.

Прямокутні трикутники SKI і SHM подібні, звідки

IK SI

НМ
~

SM
'

Оскільки SI = h -

г, IK = r, a SM = ^Jh2 + х2 (із
прямокутного трикутника SHM), то

r
_

h-r

х
~

а/л2 + х2
�

звідки r2(h2 + х2) = x2(h - r)2, x2(h2 - 2hr) = Л2г2, тому

Із прямокутного трикутника ОНА*.

ОН2 = ОА2 - АН2 = Л2 - 4х2,
з іншої сторони, ОН = SH - SO = h - R.

Відповідно, (Λ
- Л)2 = Л2 - 4х2, звідки

4х2 = 2hR - h2. (3)

Із (2) і (3) маємо:

ά-hr2 Л-г2
� �� � �

= 2hR - h2, тобто = 2Д - h,
h-2r h-2r

to3, = 2Rh - 4Rr - h2 + 2rh,
звідки

h2 - 2h(R + r) = - 4Rr - 4г2. (4)
Підставимо (4) в (1):
ΟΙ2 = R2 + г2 + 2Rr - 4Rr - 4r2 =

= R2 - 2Rr - Зг2,
що і потрібно було довести.

·
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Вважатимемо доведення Дюранда першим способом і

доведемо формулу (*) другим способом (за допомогою тригонометрії).
� Другий спосіб. Позначимо (рис. 89.3) Z.HSB =

a, /.HSE = β,
d � відстань між центрами О і ί куль. Очевидно, що

SH=R + r±d.
Позначимо SH = h. Маємо HB = htga;

НЕ = htgR = HBcos�= �НВ, h = r + ^�. (1)Н
3 2 εΐηβ

h = R + 2?cos2a = 2J?cos2a. (2)
Порівняємо вирази (1) і (2):

2Лcos2α = г( 1+ �?�). (3)
I sinpj

У правильній трикутній піраміді

tga = 2tgP (довести!). (1°)

Оскільки й = ІЛ + г- ЛІ = R + r fr+ Г Ί = R
Г

1 1 1 δΐηβ/ βίηβ

= R2 2Rr + r2 1-
2Rr r2
sin β sin2 β

tgM
tg2P )

відповідно, d2 = R2
V

Враховуючи співвідношення (1°), маємо
OI2 = R2 - 2Rr + r2(l - 4) = R2 - 2Rr - Зг2,

що й потрібно було довести.·
Скориставшись аналогією, узагальнимо формулу Дюранда

(формулу Ейлера) для η-кутної правильної піраміди:

ОІ2 = R2 -2Rr-r2tg2 � .

C

Рис. 89.3

� Доведення. Першийспосіб. Розглянемо «секцію» п-кутної

піраміди SHBA (рис. 89.4) (SH=h � висота η-кутної піраміди).
ОІ = I R + г - h |.

Відповідно,
ОІ2 = R2 + і2· + 2Rr + h2 - 2h(R + г). (1)
Позначимо НЕ = х; IK = г;

SE = Jh2 +x2; SI = h - r.

Прямокутні трикутники SIK і SEH

подібні:

IK SI
Λ

r
_

h~r
=� або

�

�

Г-

HE SE x 2
+ x2

r^h2 + x2) = (h - r)2x2·,
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Із ΔΕΗΑ

НА =

π

cos�

η

або

x2(h2 - 2hr) = Л2г2;
�2

2 hr
X = �

h-2r
(2)

OH = h- R = ^R2- AH2 = R2 �

2 π
cos �

h2 -2hR + R2 = R2 - - (3)
cos

Порівняємо (2) і (3):

hr

h-2r
= ifiRh - &2)cos2 �; r2 = (fiRh - 4Rr - h2 + 2hr}cos21

n
4 '

n

2 2

- h2 + 2Rh + 2hr = � + 4Дг; h2 - 2h(R + r) = - 4Rr.
�2 π ���2 π

cos �COS

Підставимо цей вираз в (1):

ОҐ = R2 + г2 + 2Rr + h2 - 2h(R + r) = R2 + r2 + 2Rr - -

2 π
cos �

� 4Rr =

2 π

n n

= R2 - 2Rr + r2\ 1 - sec2 � I = R2 - 2Rr - r2 tg2 �,
V nJ n

що і потрібно було довести. ·

Другий спосіб (за допомогою тригонометрії). Позначим<
ZHSA = a; /.ESH = β (рис. 89.4), d �

відстань між центрами О і ί сфер, h �

висота піраміди. Тоді
h � R + г і d

НА = Mga; НЕ = fttgp = HAcos-,
η

звідки виходить, що tgp = tgacos�.
п

У трикутнику SHE:
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h = г + ·

sinp

У трикутнику SHA: h = R + J?cos2oc = 2J?cos2ct. Значить,

1
2R cos a = r 1 +

sinp

і до того ж d = \R + r- h\ = R--
βίηβ

� Тоді

d2 = Л2 - 2Rr ��+-At- = R2 - 2Rr + 27?rf 1 - ��1 + �

Г

βϊηβ εϊηβ sin β J sin" β

= R2 � 2Rr + r2
(f

1-
·

sm β.

1
+ -Λ� \ = R2 -2Rr + r2

cos2 a sin2 β
1-

tfo

tg2V

тобто d2 = R2 - 2Rr + r2 1--
2 Л

cos �

nJ

, звідки й виходить формула,

1

яку ми доводимо.

Наслідок: R > г
π

cos�

V nJ

1 +

ГяаваОО .

НЕ СЛУХАЙТЕ СПІВИ СИРЕН

У грецькій міфології сирени � .напівптахи-напівжінки �

своїм чарівним співом заманювали моряків, які ставали їхньою
здобиччю. Як впоралися з ними Одісей і Орфей, нас сьогодні
не цікавить, оскільки мова піде про кулю, а точніше � про одну

задачу.

І
Якщо два взаємно перпендикулярні перерізи мають лише

одну спільну точку, то сума площ цих перерізів дорівнює
площі великиго круга. Довести.
Добре знайомі з аналогією коло � сфера, ми із задоволенням

переконуємося, що в площині аналогічне твердження тривіальне
(тут і почалися співи сирен).

Дійсно, задачу можна звестидо теореми Піфагора (рис. 90.1):
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AM2 +AN2 = MN2

(AM і AN � аналоги стереометричних перерізів сфери, MN �

діаметр сфери).
Я запропонував стереометричну задачу в класі і переконався,

як легко навіть найсильніїні учні стали здобиччю хижих сирен,

а якщо точніше � легковажності.

Нехай гх і г2
� радіуси кіл, які отримали в результаті перерізу

кулі площинами. За умовою вони мають спільну точку (назвемо
її Р) і взаємно перпендикулярні. Перефразуємо умову: потрібно
довести, що

гх2 + г22 = г2 (г � радіус кулі).
«Але ж очевидно»,

� кажуть учні. І продовжують:
� Поставимо із центрів кіл Ох і О2 перпендикуляри, які

разом з центром сфери � точкою О і точкою Р � утворюють

прямокутник РОХОО2 (рис. 90.2) (за умовою, вважають учні,

кут О2РОХ Дорівнює 90°), а оскільки ОР =

г, то із трикутника

ОО2Р одразу ж виходить твердження задачі! � ефект сирен
вдався, хижі створіння «з�їли» легковажних мислителів!

А чому?
А тому... Поспішаючи, учні піддалися на ефект аналогії і,

по-перше, не обґрунтували кут між перерізами, а по-друге � не

довели, що перпендикуляри, проведені з центрів Ох і О2, матимуть
спільну точку.

Перейдемо до обґрунтованого доведення пропонованої задачі.
Вона складається з двох основних задач-лем.

Задача-лема 1. Два кола, які не лежать в одній площині,
дотикаються до прямої І в точці Р. Доведіть, що існує єдина
сфера, яка містить ці кола.

Застереження! Ця задача зустрічається в деяких задачниках

з неповною умовою: без слів «дотикаються до прямої Ζ», а лише
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А

Рис. 90.3

зі словами «мають спільну точку Р» (див. Наумович Н. В.

Геометрические места в пространстве и задачи на построение.
�

М.: Учпедгиз, 1962. � С. 71 (№ 93)).

�Доведення. Нехай кола γχ і γ2 з центрами Οχ і О2 й спільною

точкою Р, яка належить дотичній І, належать площинам πχ і π2
відповідно зі спільною прямою І (рис. 90.3). Геометричним

місцем центрів сфер, які проходять через задане коло, є пряма,

яка перпендикулярна до площини заданого кола і проходить

через її центр.
Із точок Ох і О2 проведемо перпендикуляри О±А і О2В.

Доведемо, що вони перетинатимуться і, відповідно, точка їх

перетину О буде центром шуканої сфери.
В колах γχ і γ2 проведемо радіуси О±Р і О2Р. Оскільки І ± О±Р

і І ± О2Р, то пряма І буде перпендикулярна площині РОгО2.
Відповідно, ця площина буде перпендикулярна до площин πχ
і π2, а значить, перпендикуляри О±А і О2В будуть належати цій
площині, відповідно, вони мають спільну точку � точку О.

Твердження задачі доведено.·

Задача-лема 2. Нехай γχ і γ2
� перерізи сфери Q, які мають

тільки одну спільну точку. Довести, що лінія перетину їхніх

площин є дотичною до сфери Q.

�Доведення. Позначимо лінію перетину площин кіл γχ і γ2
як І, спільну точку цих кіл як Р (рис. 90.4). Припустимо, що

пряма І перетинатиме сферу Q в точці М. Оскільки точка М

належить площині кола γχ і сфері Q, то вона, ця точка, лежить

на колі γρ оскільки площина перетинає сферу Q по колу уг
Аналогічно, точка М належить колу γ2. Значить, кола γχ і γ2

мають другу точку перетину, що суперечить умові. Відповідно,
пряма І � дотична до сфери Q.·

Переходимо до безпосереднього розв�язання задачі.
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� За задачею-лемою 2 площини і γ2 перетинаються по

дотичній І (рис. 90.3). За задачею-лемою 1 кут ОгРО2 дорівнює
90°, а перпендикуляри ΟχΑ і О2В перетинаються в точці О.
Оскільки

РОХ =

rv а РО2 =

г2 і ОР =

г,

то

гх2 + г22 = г2, або лгх2 + лг22 = яг2, -

що і потрібно було довести. ·

Глава 91

НЕ ОСТАННЯ: ПОСТАВЛЕНО ПРОБЛЕМУ. РОЗВ�ЯЖІТЬ!

Читачеві, знайомому з книгами автора, сполучення слів

«різницевий трикутник» скаже багато: трикутник, сторони
якого складають арифметичну прогресію. Дивовижні задачі,
цікаві властивості, нові дослідження.

Але чому тільки сторони � члени арифметичної прогресії?!
А якщо до них «додати», наприклад, одну із висот? Одну
з медіан... тощо? Чи отримаємо нові цікаві властивості?
У цьому й проблема! Покажемо, що смисл у такій постановці

питання є!

І
Задача. Сторони трикутника і діаметр вписаного кола

складають арифметичну прогресію. Довести, що трикутник

прямокутний.
�Доведення. Нехай

а = 2х + у; Ъ = 2х; с = 2х -

у.
Також х > у. Тоді

2г = 2х - 2у.
Але

ч(р - дХр - &Хр - с)
Р

Маємо рівняння:

2х - 2у = 2.
х - у)(х + у)

х = 2у.

Звідси:
а : b : с = 5 : 4 : З

� отримали єгипетський трикутник! ·

Самородок знайдено! А може � ціле родовище? Чи печера
Аладіна? Думайте.
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Глава 92

МАЛЕНЬКИЙ СЮРПРИЗ. ВІВАТ, ДИСТЕРВЕГ!

«А напоследок я скажу...»

Теорема: твердження про те, що BW\ = CW1 = IW1 (теорема
«трилисника») еквівалентна твердженню, що інцентр І

трикутника АВС є ортоцентром трикутника W\W2W3.
�Доведення. Зазначимо, що будь-яке доведення властивості

«трилисника» приводить до твердження, що інцентр І

трикутника АВС є ортоцентром трикутника, �*· навпаки>

будь-яке доведення твердження, що інцентр І � ортоцентр

трикутника W1W2W3, стверджує, що

BWr = CW\ = ЛУГ
Перший спосіб. Оскільки (рис. 92.1) ZIW2W1

= ZCW2WV
a Z/W'1Wr2 = ACWiW2, то трикутник W2IW1 дорівнює
трикутнику W2CW1 (друга ознака), а значить IWr = CW1 � твердження

«трилисник» доведено.

Оскільки відрізок W±E є бісектрисою кута при вершині
рівнобедреного трикутника CW1I9 то AIEW.^ = 90°, а значить

W3E � висота трикутника W1W2W3. Аналогічно доводиться,

що дві інші сторони належать прямим BW2 і CW3, а значить

точка І � ортоцентр трикутника

Другий спосіб. Позначимо пари рівних дуг α, β, γ (рис. 92.1).
Очевидно, що а + β + γ

= 180°. Тоді AW2EC як кут з вершиною

всередині круга дорівнює 90°, а це значить, що І � ортоцентр

трикутника W1W2W3. Але оскільки^ AW2 W2C та Z/W^B =

= ZCW±E9 то CW\ = IW1 � твердження теореми «трилисника»

доведено.

Замість епілога: віват, Дистервег!

Натрапив якось на книгу «Элементарная Геометрія», 1870 р.,

Санкт-Петербургь, з ятями, переклад
з німецької. Автор � Адольф
Дистервег, німецький педагог-математик,

який і сьогодні цитується як класик

педагогіки математики. Написана за

часів кріпосного права, вона багато

чим нагадувала би звичний нам

підручник з геометрії для загальної

школи, якби не «Комментарій къ

элементарной геометрии для учителей
Адольфа Дистервега».

Сучасність цього документа вра¬

жає! Переконайтеся самі: я наведу Рис. 92.1
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висловлювання видатного педагога. Слово в слово. Щоб нічого

не пропустити. Щоб щиро, від усієї геометричної і педагогічної
душі сказати: «наша людина!».

І. «Чтобы был успех, преподавание Геометрии должно

прежде всего доставлять удовольствие ученикам. Где этого

не будет, где оно упадет до того, обратится в принудительный
предмет преподавания, там пусть лучше совсем его не будет».

И. «Геометрия... есть средство общего духовного развития

разумных существ».
III. «Но да не подумает никто из учителей, что тот, кто умеет

доказывать все теоремы и решить все задачи, собранные в этой

книжке, может, я бы сказал, свободно преподавать Геометрию;
нет, далеко нет. С таким знанием учитель едва ли годится для

первоначального обучения; если он большего не в состоянии

сделать, то он будет связан в своем преподавании, сам не будет
свободен, а стало быть и учеников не сделает свободными. Если
он хочет достигнуть этого, он должен свободно рассуждать обо
всякой теореме, вертеть ею, переворачивать ее, искать новых
ее изложений, новых постановок и новых решений, трудиться

над выработкой для себя новых теорем, именно над

постановкою � как и где
� теорем обратных входящим в курс

�

словом, путем всестороннего рассмотрения предмета, сделать

себя полным его властелином».

IV. «Истинному, врожденному учителю лучшие мысли

приходят во время преподавания. Как далек такой учитель от

заносчивой мысли, что он уже знает все нужное, как далек он

от страха обнаружить перед учениками свою слабость! Он с

радостью встречает новое решение, с радостью сознается, что

его ученик нашел такое решение, которого он раньше не знал!»

V. «Образовательный для разума урок Геометрии есть акт

духовного освобождения... Геометрия становится часом

духовного развития и чистым наслаждением для учеников... Я не знаю

более веселого и � для опытных � более легкого предмета

преподавания, чем Геометрия, при всякого рода учениках. Этот

предмет можно сделать доступным и для самых тупоголовых...»
VI. « Передавать мыслидругих, илидаже собственные, не есть

искусство. Это может сделать всякий, и учиться этому нечего; это

есть словесное обучение; но вызвать непосредственно живое

чувственное познание; и тем вызвать в учащемся собственные

представления и мысли, словом, воспламенить его к

самодеятельности: вот оно � вот искусство быть развивающим,

воспитывающим и образующим учителем! Главное �

самостоятельный труд!»
А. Дистервег

Наша людина!
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Шановний Ісаак Аркадійович!
...Судячи з Ваших публікацій («Квант»,

«Математика в школі» ) у нас з Вами одна і та ж

геометрична ідеологія, яку, не без допомоги

видатних математиків, було витіснено зі школи і

яка, як на мене, не без тріумфа повертається.
Хочеться вірити, що у цьому є і частка нашої з Вами

«провини». Я міг би довго і хотів би красномовно

розповідати про роль Геометрії у вихованні й освіті

Людини, але тут це недоречно, оскільки Ви й так

однодумець.
Бажаю лише успіхів.


